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Некогерентный голографический коррелятор на основе микрозеркального модулятора Родин В.Г. 

Компьютерная оптика, 2018, том 42, №3 347 

ДИФРАКЦИОННАЯ ОПТИКА, ОПТИЧЕСКИЕ ТЕХНОЛОГИИ 

НЕКОГЕРЕНТНЫЙ ГОЛОГРАФИЧЕСКИЙ КОРРЕЛЯТОР  
НА ОСНОВЕ МИКРОЗЕРКАЛЬНОГО МОДУЛЯТОРА 

В.Г. Родин1 
1Национальный исследовательский ядерный университет «МИФИ», Москва, Россия 

Аннотация 
Рассмотрена возможность применения в оптическом корреляторе микрозеркального мо-

дулятора в качестве устройства вывода голографических фильтров при квазимонохромати-
ческом пространственно-некогерентном входном излучении. Представлена эксперимен-
тальная установка оптического коррелятора, собранная по схеме с одним объективом. Про-
ведены эксперименты по распознаванию тестовых объектов при динамическом выводе син-
тезированных голографических фильтров на модулятор. Полученные результаты позволяют 
сделать вывод об успешном распознавании объектов в некогерентном корреляторе при ис-
пользовании микрозеркального модулятора. 

Ключевые слова: микрозеркальный модулятор, некогерентное излучение, корреляцион-
ный анализ, голографический фильтр. 

Цитирование: Родин, В.Г. Некогерентный голографический коррелятор на основе 
микрозеркального модулятора / В.Г. Родин // Компьютерная оптика. – 2018. – Т. 42, № 3. – 
С. 347-353. – DOI: 10.18287/2412-6179-2018-42-3-347-353. 

Введение 
Оптические корреляторы – устройства, предназна-

ченные для распознавания объектов по ряду их харак-
теристик, – достаточно широко применяются в различ-
ных областях науки и техники. В большинстве корреля-
торов используется когерентное излучение [1 – 3], по-
этому недостатками таких устройств, как правило, яв-
ляются наличие фазовых шумов, строгие требования к 
точности юстировки оптических элементов и др. Для 
устранения многих из этих недостатков было предло-
жено использовать в корреляторах квазимонохромати-
ческое пространственно-некогерентное излучение 
[4, 5], что позволило расширить требования к источни-
кам излучения и осуществлять распознавание объектов 
в реальном масштабе времени. В качестве фильтра-
памяти в корреляторах обычно используют Фурье-
голограммы, в т.ч. синтезированные на компьютере. 
Вывод таких голограмм может осуществляться при 
помощи пространственно-временных модуляторов 
света (ПВМС) [6]. В большинстве голографических 
корреляторов используются жидкокристаллические 
(ЖК) ПВМС [7 – 14]. Однако существенными недос-
татками ЖК ПВМС являются наличие флуктуаций фа-
зы [15, 16] не только для фазовых, но даже для ампли-
тудных ЖК ПВМС, относительно низкая контраст-
ность выводимых изображений и не самое высокое 
быстродействие (порядка сотен герц). Все эти недос-
татки значительно затрудняют применение таких мо-
дуляторов в оптических корреляторах в задачах опера-
тивного контроля в реальном масштабе времени. 

В последнее время широко развилась технология 
создания микрозеркальных или DMD-модуляторов 
(Digital Micromirror Device modulators) [17], которые 
обладают быстродействием, значительно (на два-три 
порядка) превышающим быстродействие ЖК ПВМС. 
Данный вид модуляторов осуществляет амплитудную 
модуляцию с помощью отражения светового потока от 
матрицы микрозеркал, поэтому излучение не претер-

певает паразитную фазовую модуляцию. Сейчас такие 
модуляторы в основном применяются в видеопроекто-
рах, но могут быть использованы и для записи и вос-
произведения голограмм [18, 19]. Первые исследова-
ния возможностей применения DMD-модулятора в ко-
герентных оптических корреляторах опубликованы в 
статьях [20, 21] в то время, когда технология DMD 
только разрабатывалась и не была коммерчески дос-
тупной. Характеристики тех модуляторов были гораз-
до хуже современных: разрешение матрицы – 128×128 
пикселей, максимальная частота смены бинарных изо-
бражений – 8 кГц, а размер пикселя – 51 мкм – и не по-
зволяли им успешно конкурировать с другими типами 
модуляторов. Между тем большой интерес представ-
ляет применение доступных на сегодняшний день го-
раздо более совершенных модуляторов в оптических 
распознающих устройствах. 

В работах [22 – 24] была рассмотрена возможность 
использования современных DMD-модуляторов в 
корреляторах, использующих когерентное излучение. 
В работе [25] сообщалось об экспериментальной реа-
лизации некогерентного коррелятора на основе со-
временного DMD-модулятора, в ней были проведены 
эксперименты по оценке влияния технологических 
погрешностей микрозеркального модулятора на фор-
мирование корреляционных сигналов. Данная работа 
продолжает эти исследования по распознаванию изо-
бражений в таком корреляторе при динамическом 
изменении параметров распознавания. 

1. Применение технологии DMD  
в оптических корреляторах 

Цифровое микрозеркальное устройство DMD 
(Digital Micromirror Device) является основным элемен-
том в технологии DLP (Digital Light Processing), разра-
ботанной компанией Texas Instruments [17] для исполь-
зования в видеопроекторах. Микрозеркала отражают 
падающее излучение в двух направлениях под углами 
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около +15° и –15°, одно из направлений соответствует 
состоянию светлого пикселя, другое – тёмного пикселя. 
Основными преимуществами этой технологии являются 
высокое качество изображения при максимальном раз-
решении 1920×1080, малый размер пикселя матрицы 
(порядка 13 мкм), быстродействие (возможность смены 
бинарных изображений с частотой до 32 кГц) и др.  

На качество выводимых изображений оказывают 
влияние технологические погрешности DMD-модулято-
ров: погрешность угла наклона микрозеркал, погреш-
ность ориентации оси наклона микрозеркал, плоскост-
ность выходного окна модулятора. Для многих областей 
применения такого типа модулятора важна лишь ам-
плитудная модуляция излучения, и указанные погреш-
ности не оказывают существенного влияния. Однако 
при использовании DMD-модулятора в качестве уст-
ройства вывода голограмм, как было показано в [26], 
происходит ощутимое ухудшение восстанавливаемого 
импульсного отклика, что уменьшает число отсчётов 
выводимых на модулятор голограмм. 

В [22] предлагается схема оптического коррелято-
ра, использующая два DMD-модулятора: один – для 
ввода изображений, другой – для отображения синте-
зированных голограмм Фурье. Были синтезированы 
полутоновые голограммы [23], однако восстановлен-
ные изображения с таких голограмм, выведенных с 
помощью DMD-модулятора, оказались достаточно 
низкого качества. Возможным объяснением этого 
эффекта может служить отсутствие возможности у 
DMD-модулятора «мгновенно» формировать пиксели 
с промежуточными значениями амплитуды световой 
волны. В силу описанных выше причин в настоящее 
время не существует коммерчески доступных опти-
ческих корреляторов на базе таких модуляторов. 

С другой стороны, совокупность характеристик 
DMD-модуляторов и опыт исследований по их примене-
нию дают хорошие основания считать, что современные 
DMD-модуляторы могут быть успешно использованы в 
качестве устройств оперативного вывода голографиче-
ских фильтров в установках некогерентных оптических 
корреляторов. Более того, так как принцип работы DMD-
модуляторов основан на отражении света от микрозер-
кал, в связи с чем излучение не претерпевает паразитную 
фазовую модуляцию, зависящую от длины волны, есть 
основания считать, что они могут быть использованы для 
реализации дисперсионного коррелятора [27], который 
работает с полностью некогерентным излучением и тре-
бует полного отсутствия паразитной фазовой модуляции 
внутри модулятора (которая неизбежно будет происхо-
дить в ЖК ПВМС). Возможность быстрой смены голо-
графических фильтров, выводимых на модулятор, мо-
жет быть применена в задачах динамического распозна-
вания в реальном масштабе времени. 

2. Экспериментальные результаты 
по распознаванию объектов в некогерентном 
корреляторе на основе DMD-модулятора 

В настоящее время существует несколько возмож-
ностей реализации некогерентного коррелятора. При 

построении большинства как когерентных, так и неко-
герентных корреляторов используется традиционная 
«4f-схема». Она же была использована в принципиаль-
ной схеме когерентного коррелятора на основе DMD-
модулятора [22]. Предложенный в работе [25] корреля-
тор построен по схеме, использующей только один объ-
ектив для формирования корреляционного распределе-
ния, это позволяет оперативно подстраивать масштаб 
распознаваемых изображений. Применение такой схе-
мы особенно целесообразно, так как распознавание в 
корреляторе осуществляется в пространственно-
некогерентном свете. В выходной плоскости коррелято-
ра формируется корреляционный сигнал по интенсив-
ности, а не по амплитуде, как в когерентном коррелято-
ре, что позволяет устранить фазовые искажения, 
влияющие на качество корреляционного сигнала.  

Схема экспериментальной установки, использовав-
шейся в [25] и в данной работе, представлена на рис. 1.  

 
Рис. 1. Схема экспериментальной установки 

некогерентного голографического коррелятора на основе 
DMD-модулятора: 1 – лазер; 2 – микрообъектив  

с диафрагмой; 3 – вращающийся матовый рассеиватель;  
4 – коллимирующий объектив; 5 – транспарант  
с изображением распознаваемого объекта;  
6 – DMD-модулятор с выведенным на нём 

синтезированным голографическим фильтром;  
7 – объектив; 8 – регистрирующая камера; 9 – нулевой 
порядок (изображение объекта); 10 – первый порядок 

дифракции (область корреляционного сигнала) 
Излучение от твердотельного лазера 1 (длина вол-

ны 532 нм) проходит через коллимирующую систему 
(микрообъектив 2, диафрагма и объектив 4 с фокус-
ным расстоянием 210 мм), в которой установлен вра-
щающийся матовый рассеиватель 3 для разрушения 
пространственной когерентности излучения. Далее 
излучение проходит через транспарант 5 с изображе-
нием тестового объекта для распознавания. Этот блок 
схемы имитирует самосветящийся объект, излучаю-
щий пространственно-некогерентное излучение. 
Также возможен ввод объекта и при помощи модуля-
тора света. Далее это излучение отражается от DMD-
модулятора 6 с выведенным на нем голографическим 
фильтром, заранее синтезированным на компьютере 
под необходимый опорный объект. В выходной плос-
кости коррелятора расположена камера 8, регистри-
рующая формируемую объективом 7 структуру, 
включающую нулевой порядок 9 (изображение объ-
екта) и первый порядок дифракции 10 (область кор-
реляционного сигнала). 
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В экспериментальной установке был использован 
DMD-модулятор, произведённый компанией Texas 
Instruments 0.7 XGA 12° DDR (серия DLP7000). В ка-
честве управляющего устройства DMD-модулятора 
использовалась материнская плата DLP-проектора, 
сигнал на которую подавался с компьютера. Для ре-
гистрации корреляционных сигналов использовалась 
камера Canon EOS 400D, шумовые характеристики 
которой приведены в [28]. 

При проведении экспериментов было использова-
но программное обеспечение [25], с помощью кото-
рого осуществлялось формирование опорного образа 
объекта, последующее его преобразование в голо-
грамму и ее бинаризация. Эта же программа позволя-
ет осуществлять динамический вывод голографиче-
ских фильтров на DMD-модулятор и переключаться 
на ранее синтезированные фильтры, выбирая их из 
списка. Скорость переключения, определяемая воз-
можностями модулятора, составила около 10 мкс, что 
позволяет максимально быстро зарегистрировать вы-
ходной сигнал и определить, как на него повлияли 
какие-либо изменения параметров голографического 
фильтра или опорного объекта. 

В качестве тестовых распознаваемых объектов 
использовались различные изображения, например, 
изображения, негативы которых приведены на рис. 2.  

а)  б)  в)  
Рис. 2. Примеры использованных изображений тестовых 
распознаваемых объектов (негативы) на транспаранте 
во входной плоскости коррелятора: контур рыбы (a); 

контур квадрата (б), след (в) 
На рис. 3 слева приведено зарегистрированное в 

первом порядке распределение при совпадении опор-
ного и входного объектов (контуров рыбы), а справа – 
в случае несовпадения объектов. Из приведённых фо-
тографий видно, что при совпадении объектов в облас-
ти корреляционного сигнала наблюдается достаточно 
хорошо локализованный пик. При изменении входного 
объекта данный пик полностью деградирует.  

На рис. 4 представлены результаты распознавания 
в случае, когда входной объект оставался неизменным, 
а на DMD-модулятор последовательно выводились го-
лограммы-фильтры, синтезированные для различных 
объектов. При совпадении форм входного и опорного 
объектов (рис. 2б) наблюдается сигнал распознавания 
(рис. 4а). При несовпадении масштаба объектов (опор-
ный объект больше входного); ориентации объекта 
(опорный объект повернут на 45°); формы объекта 
(опорный объект является контуром рыбы) локализо-
ванные корреляционные пики отсутствуют (рис. 4б – г 
соответственно). Таким образом, подтверждается эф-
фективность работы коррелятора при динамическом 
изменении параметров распознавания. 

а)  б)  
Рис. 3. Вид сигнала автокорреляции объекта  

с рис. 2а (слева) в сравнении с сигналом взаимной 
корреляции объектов с рис. 2а и 2б (справа) 

а)  

б)  

в)  

г)  
Рис. 4. Корреляционные сигналы (слева) для объекта  
с рис. 2б: автокорреляция (а); взаимная корреляция  

при несовпадении масштаба объектов (опорный объект 
больше входного) (б); взаимная корреляция при 

несовпадении ориентации объектов (опорный объект 
повернут на 45°) (в); взаимная корреляция при 
несовпадении формы объектов (опорный объект  

является контуром рыбы) (г) 
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Подобные эксперименты были проведены и для 
объекта с рис. 2а, их результаты представлены в виде 
графиков на рис. 5 и 6.  

 
Рис. 5. График зависимости величины корреляционного 

пика от угла поворота опорного объекта  
(для объекта с рис. 2а) 

 
Рис. 6. График зависимости величины корреляционного 

пика от масштаба опорного объекта  
(для объекта с рис. 2б) 

Результаты экспериментов по распознаванию при 
различных углах ориентации опорного объекта пред-
ставлены на рис. 5 (масштаб входного объекта при 
этом соответствует опорному). Из графика зависимо-
сти величины пика от угла поворота опорного объекта 
видно, что абсолютный максимум имеет место при уг-
ле поворота, равном 0 градусов, то есть при полном 
совпадении. Так как синтезируемые в проводимых 
тестовых экспериментах фильтры не являются инвари-
антными к повороту или изменению масштаба, откло-
нение угла приводит к уменьшению сигнала распозна-
вания. На графике видно значительное уменьшение 
сигнала при изменении ориентации опорного объекта, 
причем даже поворот на 1 градус приводит к спаду ве-
личины пика приблизительно на 15 %.  

На рис. 6 показан график зависимости величины 
корреляционного пика от масштаба опорного объекта 
(ориентация входного объекта при этом соответству-
ет опорному). При совпадении масштабов на графике 
также виден абсолютный максимум, изменение мас-
штаба на 5 % приводит к уменьшению величины пика 
как минимум на 20 %, а при ещё больших увеличени-
ях масштаба значение максимума сигнала корреляции 
значительно уменьшается. При этом пьедестал кор-
реляционного сигнала становится выше (то есть сте-
пень локализованности пика ухудшается, что также 
является критерием при принятии решения о распо-
знании объекта).  

Эти эксперименты проводились в режиме дина-
мического вывода голографических фильтров на 
DMD-модулятор. Таким образом, подтверждается 
эффективность работы коррелятора при динамиче-
ском изменении параметров распознавания. 

Проведём оценку производительности некоге-
рентного коррелятора при использовании в нём 
DMD-модулятора. Она определяется временем пере-
ключения элементов матрицы модулятора при выводе 
голографических фильтров, которая составляет около 
10 мкс. Таким образом, оказывается возможным 
формирование 105 корреляций за секунду. 

Заключение 
Несмотря на успешное применение микрозеркаль-

ных модуляторов для различных задач, их использова-
ние в оптических корреляторах пока не получило широ-
кого распространения. В данной работе была представ-
лена экспериментальная установка оптического корре-
лятора, собранная по схеме с одним объективом. В кор-
реляторе используется квазимонохроматическое про-
странственно-некогерентное излучение, синтезирован-
ные голографические фильтры выводятся на модулятор. 
Были проведены эксперименты по распознаванию тес-
товых объектов при изменении их параметров с дина-
мическим выводом голографических фильтров. Полу-
чено, что при совпадении входного и опорного объектов 
наблюдался хорошо локализованный корреляционный 
пик, позволяющий сделать вывод об успешной иденти-
фикации объектов в корреляторе при использовании 
DMD-модулятора. Проведена оценка максимальной 
производительности такого некогерентного коррелято-
ра, которая может достигать значения 105 корреляций за 
секунду. Экспериментально исследована разрешающая 
способность коррелятора, установлено, что поворот 
сложного распознаваемого объекта даже на 1° приводит 
к уменьшению корреляционного пика на 15 %, измене-
ние масштаба на 5 % приводит к уменьшению корреля-
ционного пика как минимум на 20 %. Эти результаты 
будут применены при синтезе голографических фильт-
ров, использование которых в таком корреляторе позво-
лит добиться инвариантности к изменениям масштаба и 
повороту распознаваемых объектов. Также результаты 
работы будут использованы при экспериментальной 
реализации дисперсионного коррелятора, позволяюще-
го осуществлять распознавание объектов по их про-
странственным и спектральным параметрам в режиме 
реального времени. 
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A NON-COHERENT HOLOGRAPHIC CORRELATOR  
BASED ON A DIGITAL A MICROMIRROR DEVICE 
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1National Research Nuclear University MEPhI (Moscow Engineering Physics Institute), Moscow, Russia 

Abstract 
The possibility of application of a digital micromirror device (DMD) as a spatial light 

modulator for outputting holographic filters in an optical correlator illuminated by quasi-
monochromatic spatially incoherent radiation was discussed. The experimental setup of the optical 
correlator was assembled using a one-lens scheme. Experiments on the recognition of test objects 
with the synthesized dynamic holographic filters being output onto the DMD were performed. The 
results obtained allow one to conclude that object recognition can be successfully performed using 
the proposed scheme of a non-coherent correlator containing a digital micromirror device. 
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radiation, сorrelators, holographic optical elements. 
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МАТРИЧНОЕ РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ 4×4 МЕТОДОМ ВЕНТЦЕЛЯ – КРАМЕРСА – БРИЛЛЮЭНА  
ДЛЯ ПЛОСКОГО НЕОДНОРОДНОГО АНИЗОТРОПНОГО СЛОЯ 

Н.М. Моисеева 1, А.В. Моисеев 1 
1 Волгоградский государственный университет, Волгоград, Россия 

Аннотация 
Методами классической электродинамики рассматривается наклонное падение плоской 

электромагнитной волны на планарный анизотропный неоднородный слой с кручением, в ко-
тором оптическая ось меняет направление относительно плоскости падения. Рассматривается 
общий случай, когда все компоненты тензора диэлектрической проницаемости среды не рав-
ны нулю и являются функциями поперечной координаты в слое. С помощью метода Вентце-
ля – Крамерса – Бриллюэна в начальном приближении получено матричное решение 4×4 для 
проекций полей электромагнитной волны в неоднородной анизотропной среде. Выполнен 
расчёт матричных коэффициентов отражения, показана их зависимость от угла кручения среды. 

Ключевые слова: оптические свойства тонких плёнок, поляризация света, анизотропные 
оптические материалы, двулучепреломление, неоднородная среда, метод ВКБ, метод 4×4, 
матрица отражения. 

Цитирование: Моисеева, Н.М. Матричное решение задачи 4×4 методом Вентцеля –
Крамерса – Бриллюэна для плоского неоднородного анизотропного слоя / Н.М. Моисеева, 
А.В. Моисеев // Компьютерная оптика. – 2018. – Т. 42, № 3. – С. 354-361. – DOI: 
10.18287/2412-6179-2018-42-3-354-361. 

Введение 
Планарные структуры различным образом преоб-

разуют амплитуду, фазу, поляризацию, направление 
распространения света. Поэтому они важны для раз-
вития элементной базы нанофотоники. Новые опти-
ческие устройства произвели революцию в областях 
связи, зондирования, обработки и хранения информа-
ции благодаря небольшим размерам и низкой стоимо-
сти [1]. Варьируя градиент показателя преломления 
слоя, можно манипулировать светом – его фазой и 
интенсивностью. Это позволяет создавать GRIN-
волноводы с градиентным индексом для конвертации 
мод [2]. На основе планарных структур реализуются 
широкополосные светоотражающие тонкоплёночные 
многослойные аттенюирующие зеркала [3] для спек-
троскопии, диэлектрические многослойные датчики в 
геометрии Кречмана на основе волноводных мод [4], 
альтернативные конструкции в линзах Френеля для 
построения интегрированных фотоэлектрических сис-
тем [5], выполняется дизайн оптических мультиплек-
соров и демультиплексоров [6], создаются цветные 
голограммы, зависящие от поляризации света [7]. Для 
расчётов коэффициентов отражения и пропускания в 
плоских слоях и векторов полей в волноводах удобны 
матричные методы; это показано в книге [8] на при-
мере метода характеристических матриц 2×2 для слу-
чая изотропной однородной среды. Расчёты полей в 
многослойных структурах часто выполняют методом 
передаточной матрицы [4] 2×2. Матричное решение 
позволяет выполнять «сшивку» граничных условий в 
наиболее компактной форме. Это удобно как для изо-
тропных, так и для анизотропных слоёв. В общем 
случае произвольной ориентации плоскости падения 
волны относительно оптической оси решение для 
анизотропного слоя имеет вид матрицы 4×4. 

Для случая анизотропной стратифицированной 
среды, представленной в виде набора тонких одно-
родных слоёв, матричное решение 4×4 было пред-

ставлено в статье Тайтлера [9] в 1970 году. Получены 
матрицы отражения и прохождения для однородного 
слоя с произвольным тензором диэлектрической про-
ницаемости в случае наклонного падения электро-
магнитной волны (ЭМВ). Затем, немного позднее, 
Берреманом был разработан метод дифференциаль-
ной матрицы 4×4, предназначенный решить проблему 
отражения и пропускания холестерическими жидки-
ми кристаллами, а также жидкими кристаллами с не-
прерывно меняющимся, но плоским упорядочением 
[10]. Метод Берремана был модифицирован в работе 
[11], где был предложен новый подход к изучению 
оптических свойств анизотропных стратифицирован-
ных сред. Метод состоит в нахождении нового базиса 
для матрицы 4×4, в которой конкретная задача запи-
сывается и рассчитывается более удобным способом. 
Для записи решения применялся базис из волн правой 
и левой поляризации, распространяющихся в прямом 
и обратном направлении; подробно изучен случай 
распространения света в холестерических и кираль-
ных смектических жидких кристаллах при малых уг-
лах падения. Способность нематических и холестери-
ческих жидких кристаллов (ЖК) менять ориентацию 
молекул при воздействии внешних полей находит 
множество приложений: они применяются в качестве 
датчиков температуры [12], электрических и магнит-
ных полей, а также в ЖК-мониторах. На эффектах кру-
чения основана работа нормальной белой (NW) и нор-
мальной чёрной (NB) ячеек [13]. Для дизайна новых 
устройств на основе ЖК необходим математический 
аппарат, описывающий процесс распространения волн 
в среде с учётом неоднородности и анизотропии. 

Для управления поляризацией и интенсивностью 
света, помимо жидких кристаллов, в настоящее время 
созданы полимерные двулучепреломляющие материа-
лы, а на их основе – оптические элементы с новым 
свойством: осевым градиентом двулучепреломления 
[14]. О разработке новых фотонных метаматериалов из 
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пространственно-периодических, сильно двоякопре-
ломляющих диэлектриков идёт речь в работе [15], чис-
ленный анализ предложенных анизотропных фотон-
ных кристаллов предполагает чрезвычайный рост ам-
плитуды поля в пределах структур на фотонных резо-
нансах полосы пропускания.  

Для расчёта планарных неоднородных структур 
часто применяется модель слоистой среды, когда мате-
риал с непрерывно изменяющимися вдоль одной коор-
динаты свойствами рассматривается как набор одно-
родных слоёв. Если применить такой подход, напри-
мер, к анизотропной среде с кручением, то в задаче по-
являются искусственные разрывы значений компонент 
тензора диэлектрической проницаемости на границах, 
которых в реальности не существует. Тогда в расчётах 
неизбежно будет учитываться отражение от границ 
слоёв, которых в реальном объекте нет. Кроме того, в 
неоднородной анизотропной среде при распростране-
нии волны в каждой точке меняется её волновой век-
тор, а в модели слоистой среды это изменение сводит-
ся к набору дискретных направлений. Этих недостат-
ков лишён метод Вентцеля – Крамерса – Бриллюэна 
(ВКБ) [16]. Данный метод был применён к планарным 
отражающим структурам в работе [17]. Использованы 
новые пробные решения ВКБ и в виде функций Эйри, 
они позволяют очень точно рассчитать фазовые сдвиги 
в точках поворота, что позволяет находить почти точ-
ные собственные значения для волноводов. В работе 
[18] было представлено матричное ВКБ-решение для 
ЭМВ, отражённой неоднородной изотропной реаги-
рующей средой. Решение для анизотропной среды по-
лучено в работе [19], в ней рассматривается случай, ко-
гда оптическая ось лежит в плоскости падения. Мат-
ричное ВКБ-решение применялось нами для расчёта 
режимов анизотропного неоднородного планарного 
волновода. Для неоднородного анизотропного планар-
ного волновода с непрерывно изменяющимися свойст-
вами оно применялось работе [20]; для анизотропной 
неоднородной среды с изменением направления опти-
ческой оси в слое – в работе [21]. Различные способы 
решения задачи 4×4 для анизотропных и бианизотроп-
ных планарных структур представлены в работах рос-
сийских учёных [22 – 23]. В настоящей работе предла-
гается матричный математический аппарат для расчёта 
полей в анизотропных неоднородных планарных 
структурах с кручением (современных искусственных 
анизотропных метаматериалах, холестерических жид-
ких кристаллах, где ориентация молекул изменяется 
при удалении от границы слоя), а также для расчёта 
матриц отражения. Матричное решение получено ме-
тодом Вентцеля – Крамерса –Бриллюэна; в отличие от 
широко распространённых матричных методов полу-
ченное решение предназначено для оптических анизо-
тропных структур, оптические свойства которых яв-
ляются непрерывными функциями поперечной коор-
динаты. Такие устройства могут не только менять по-
ляризацию света, но также служить оптическими пе-
реключателями: получать из волны s-поляризации 
волну p-поляризации и наоборот. 

1. Основные уравнения 
Рассмотрим наклонное падение плоской ЭМВ на 

анизотропный одноосный неоднородный слой тол-
щиной d, показанный на рис. 1. Оптическая ось среды 
не лежит в плоскости падения. 

 
Рис. 1. Плоскость падения ЭМВ на анизотропный 
неоднородный слой с переменным направлением 

оптической оси 00’ 
Оптическая ось при удалении от границы раздела 

«1 – 2» меняет внутри неоднородной среды своё направ-
ление. Она ориентирована под постоянным углом φ к 
оси 0Z и вращается вокруг неё при изменении z, как, на-
пример, в холестерическом жидком кристалле. Угол χ 
поворота оптической оси относительно оси OZ является 
функцией координаты z и имеет вид: χ = χ0

 + κz. В этом 
случае все компоненты тензора диэлектрической про-
ницаемости среды будут отличны от нуля, кроме от-
дельных положений z0, когда χ(z0) = m⋅π. 

Из уравнений Максвелла для роторов полей E  и 
H  в декартовых координатах и из материальных 
уравнений анизотропной среды следует система 
обыкновенных дифференциальных уравнений (ОДУ): 

2
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 (1) 

Все коэффициенты εij – функции координаты z. 
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11 11 33 13 31Δε = ε ε − ε ε , (2a) 

22 22 33 23 32Δε = ε ε − ε ε , (2b) 

21 21 33 23 31Δε = ε ε − ε ε , (2c) 

12 12 33 13 32Δε = ε ε − ε ε , (2d) 

( ) sin ( )n z zα = ⋅ θ , (2e) 

согласно закону Снеллиуса, α = const. Математически 
данная задача сводится к системе из четырёх обыкно-
венных дифференциальных уравнений с переменны-
ми коэффициентами вида: 

( )0
d ˆ
d
Q ik A z Q
z
= . (3) 

Здесь ( )T
y x y xQ E H H E= . Рассмотрим случай, ко-

гда тензор ε̂  симметричен, а его компоненты медлен-
но меняются на расстоянии порядка длины волны из-
лучения. Матрицу системы (1) запишем в виде: 

( )

0 0 0
0ˆ
0
0

b
c p h

A z
h d e
p f d

−⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟=
⎜ ⎟−
⎜ ⎟
−⎝ ⎠

. (4) 

Все элементы матрицы ˆ ( )A z  в формулах (1 – 4) 
могут быть функциями координаты z. Из характери-
стического уравнения системы ОДУ (1) 

ˆ ˆdet (A I) = 0− λ  получаем её собственные значения: 

2

1,2 ,
2 4
u ub c vλ = − ± ⋅ + −  (5a)

 
2

3,4 2 4
u ud e f w u d⎛ ⎞λ = − − ± ⋅ − + − ⋅⎜ ⎟

⎝ ⎠
. (5b) 

Величины u, v, w найдены таким образом, чтобы 
привести характеристическое уравнение четвёртой 
степени для системы ОДУ (1) к уравнению вида: 

2 2( + + ) ( + + ) = 0U V F Gλ λ λ λ ,  (6) 

или к двум уравнениям второй степени. Здесь были 
использованы следующие подстановки: 

U u= , (7a) 
F d u= − − , (7b) 

V bc v= − + , (7c) 
2G d ef w= − + . (7d) 

Для нахождения системы решений для (1) мы вос-
пользовались базисными функциями: 

( )0
0

d

( )

z

jik

jF z e
λ ξ ξ∫

. (8) 

2. Матричное решение 
Для решения методом ВКБ [14], когда проекции 

полей пропорциональны экспонентам exp[ik0σ(z)], где 
σ(z) представляется в виде ряда: 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

1 2
0 2

0 0

...
z z

z z
ik ik

σ σ
σ = σ + + + ,  

функции (8) являются начальным приближением. Это 
значит, что интегралы в формуле (8) имеют вид: 

( ) ( )0,
0

d
z

j j zλ ξ ξ = σ∫ . 

С помощью функций (8) запишем проекции полей Hx 
и Ex: 

( ) ( )0 1 0 2
0 0

d d

1 2

z z

ik ik

xH S e S e
λ ξ ξ λ ξ ξ∫ ∫

= + , (9) 
( ) ( )0 3 0 4

0 0

d d

3 4

z z

ik ik

xE S e S e
λ ξ ξ λ ξ ξ∫ ∫

= + . (10) 

Фундаментальная матрица решения (ФМР) систе-
мы (1) для анизотропного неоднородного слоя полу-
чается методом Вентцеля – Крамерса – Бриллюэна, при 
этом использовался подход, представленный в книге 
В. Вазова [24]: 

( ) ( )
( ) ( )0 1 0 4

0 0

d d
ˆˆ diag , ... ,

z z

ik ik

Y z G z e e
λ ξ ξ λ ξ ξ⎛ ⎞∫ ∫⎜ ⎟= ⋅ ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

. (11) 

ˆ ( )G z  – матрица с коэффициентами, зависящими от z; 

причём ˆ ( )G z  удовлетворяет системе (1). Чтобы найти 
ФМР, подставим решения для проекций Hx и Ex в сис-
тему ОДУ (1). Таким способом мы нашли ещё две 
проекции векторов полей и можем записать ФМР 
ˆ ( )Y z : 
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 (12) 
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Здесь Δ = f ⋅ c – p2. Матрица Коши рассчитывается 
по стандартной формуле: 

( ) ( ) ( )1ˆ ˆ ˆ,0 0N z Y z Y −= . (13) 
Формулы (9) и (10) представляют собой начальное 

приближение метода ВКБ; после их подстановки в 
систему (1) мы получили множители при экспонентах 
у проекций Hx и Ex, которые удовлетворяют уравне-
ниям системы. Решениями системы (1) являются че-
тыре базисные волны, которые определяются свойст-
вами среды при данном значении z. Поляризация ба-
зисных волн зависит от направления оптической оси в 
среде и от угла падения. Решение задачи выполнено 
методом ВКБ и представлено в виде матрицы Коши 
4×4, описывающей изменение проекций полей элек-
тромагнитной волны при её распространении в среде. 

С помощью матрицы Коши получены матрицы ам-
плитудных коэффициентов отражения и пропускания 
волн произвольной поляризации для неоднородной 
анизотропной плоской среды. В качестве базиса для 
падающей волны можно выбрать волны s- и p-по-
ляризации, волны правой и левой круговой поляриза-
ции или волны двух ортогональных эллиптических 
поляризаций. Мы будем описывать падающие и от-
раженные волны с помощью s- и p-поляризаций. Дан-
ный метод применен для расчёта матричных коэффи-
циентов отражения слоя со спиральным изменением 
направления оптической оси. 

Из условий непрерывности тангенциальных состав-
ляющих полей E  и H  следует система, связывающая 
s- и p-компоненты падающей и отражённой волн: 

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )
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11 1 12 21 1 22 1 13 1 14 23 1 24
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E
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  (14) 

Или, кратко: 

11 12 11 12

21 22 21 22

.si sr

pi pr

E Es s x x
E Es s x x

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
=⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 (15) 

Из этого следует, что матрица отражения для волн 
s- и p-поляризации имеет вид: 

ˆˆ ˆ .ss sp

ps pp

R R
R

R R
⎛ ⎞

= =⎜ ⎟
⎝ ⎠

-1X S  (16) 

3. Расчёт матрицы отражения 
Для анизотропной среды, εo

 = 2, εe
 = 2,4, d = 5λ0 , вы-

полнен расчёт модулей амплитудных коэффициентов 
матрицы отражения (16). Среда 1 – воздух, подложка – 
вода. Угол между оптической осью (ОО) и нормалью 
0Z, проведённой к границе раздела сред «1 – 2», состав-
ляет ϕ = 45°. Первоначально в плоскости z = 0 оптиче-
ская ось параллельна плоскости падения: χ(0) = 0. За-
тем в слое изменяется направление оптической оси на 
угол Δχ. Величина кручения среды Δχ принимала в 
расчётах следующие значения: 0°, 45°, 90°, 135° и 180°. 

 
Рис. 2. Угловые зависимости модулей амплитудных 
коэффициентов матрицы отражения R̂ при ϕ=45°  

и угле кручения Δχ=90° 

Были рассчитаны зависимости модулей коэффи-
циентов матрицы отражения |Rsp| и |Rps| от угла паде-
ния света θi для различных значений угла кручения 
Δχ оптической оси в среде, указанных выше. 

 
Рис. 3. Угловые зависимости |Rsp| при ϕ=45° и угле кручения 

Δχ, принимающем значения, указанные на рисунке 

 
Рис. 4. Угловые зависимости |Rps| при ϕ=45° и угле кручения 

Δχ, принимающем значения, указанные на рисунке 
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Расчёт показал, что при начальном угле χ = 0, когда 
оптическая ось на границе раздела сред лежит в плос-
кости падения, максимальные абсолютные значения 
амплитудных коэффициентов Rsp, Rps достигаются при 
угле кручения Δχ = π/2. Если Δχ = π, или Δχ = 0, то зна-
чения u, v и w, определяемые формулами (7), будут 
равны нулю, а коэффициенты Rsp и Rps также прини-
мают нулевые значения. То есть при отсутствии кру-
чения или при кручении, равном π, кросс-поляризации 
при отражении волны не происходит. И, наоборот, 
кросс-поляризация волн s- и p-поляризации будет наи-
большей при угле кручения, равном 90°. 

Расчёт матриц отражения при изменении угла кру-
чения Δχ выполнялся также для случая, когда угол ϕ 
между оптической осью и 0Z составлял 15°. Результаты 
расчётов представлены на рис. 5, 6 и 7. Из рис. 5 видно, 
что угловые спектры модулей коэффициентов |Rss| и 
|Rpp| имеют особенности в виде скачков. На рис. 6 и 7 
можно видеть, что |Rsp| и |Rps| имеют аналогичные осо-
бенности. Такой результат получен для случая, когда 
угол преломления θ обыкновенной волны в среде стано-
вится равным углу ϕ, тогда преломлённая волна, возни-
кающая в неоднородной среде на границе раздела z = 0, 
начнёт своё распространение в среде вдоль оптической 
оси и первоначально будет обыкновенной. Затем, при 
удалении от границы, направление оси в среде изменя-
ется, волна преломляется и разделяется на обыкновен-
ную и необыкновенную. 

 
Рис. 5. Угловые зависимости модулей амплитудных 
коэффициентов матрицы отражения R̂ при ϕ=15°  

и угле кручения Δχ =90° 

 
Рис. 6. Угловые зависимости |Rsp| при ϕ =15°  

и угле кручения Δχ 

 
Рис. 7. Угловые зависимости |Rps| при ϕ =15° 

и угле кручения Δχ 

В этом случае, когда угол ϕ = 15°, параметры u, v и 
w в выражениях (5а) и (5b) принимают меньшие зна-
чения, чем в предыдущем, когда угол между ОО и 0Z 
составляет 45°. Обмен энергией между волнами s- и 
p-поляризации в анизотропной среде при меньшем 
угле φ будет менее заметным, и коэффициенты Rsp и 
Rps будут меньше по модулю. Для сравнения: если 
угол между оптической осью и направлением 0Z вы-
брать равным ϕ = 0°, то кросс-поляризованные компо-
ненты Rsp и Rps будут равны нулю и в среде будут не-
зависимо распространяться волны s- и p-поляризации. 
Таким образом, рост угла ϕ между оптической осью и 
нормалью к границе слоя ведёт к увеличению кросс-
поляризации. 

Полученный матричный аппарат предполагается 
применять для расчёта устройств обработки оптиче-
ских сигналов на основе ЖК и анизотропных фотон-
ных кристаллов, переключателей поляризации света. 

Заключение 
Получен математический аппарат в виде матрицы 

Коши 4×4 для расчёта полей в планарных анизотроп-
ных градиентных структурах с произвольным направ-
лением оптической оси относительно плоскости паде-
ния, а также для сред с кручением, учитывающий взаи-
модействие волн ортогональных поляризаций в среде. 

Выполнен расчёт угловых спектров абсолютных 
значений амплитудных коэффициентов матриц отра-
жения для среды с кручением. Показана зависимость 
кросс-поляризованных компонент при отражении 
света от полного угла кручения среды и от угла меж-
ду оптической осью и нормалью к плоскости слоя.  

Полученный матричный аппарат предполагается 
применять для обработки оптических сигналов, пере-
ключателей поляризации света. 
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THE MATRIX SOLUTION OF THE 4×4 PROBLEM BY THE WENTZEL-KRAMERS-BRILLOUIN 
METHOD FOR A PLANAR INHOMOGENEOUS ANISOTROPIC LAYER 

N.M. Moiseeva 1, A.V. Moiseev 1 
1 Volgograd State University, Volgograd, Russia 

Abstract 
Using methods of classical electrodynamics, we consider the oblique incidence of a plane elec-

tromagnetic wave on a twisted planar anisotropic inhomogeneous layer, in which the optical axis 
changes direction with respect to the plane of incidence. We consider the general case when all 
components of the permittivity tensor of the medium are nonzero functions of the transverse coor-
dinate in the layer. Using the Wentzel-Kramers-Brillouin method, we obtain in  the initial ap-
proximation a 4×4-matrix solution for the projections of the fields of an electromagnetic wave in 
an inhomogeneous anisotropic medium. The matrix reflection coefficients are calculated and 
shown to depend on the torsion angle of the medium. 

Keywords: thin films, optical properties, light polarization, anisotropic optical materials, bire-
fringence, inhomogeneous media, WKB method, 4×4 method, reflection matrix. 

Citation: Moiseeva NM, Moiseev AV. The matrix solution of the 4×4 problem by the Wentzel-
Kramers-Brillouin method for a planar inhomogeneous anisotropic layer. Computer Optics 2018; 
42(3): 354-361. DOI: 10.18287/2412-6179-2018-42-3-354-361. 

References  
[1] Tabib-Azar M, Beheim G. Modern trends in microstruc-

tures and integrated optics for communication, sensing, 
and actuation. Optical Engineering 1997; 36(5): 1307-
1318. DOI: 10.1117/1.601331. 

[2] Hussell CP, Ramaswamy RV, Srivastava R, Jackel JL. 
Adiabatic invariance in GRIN channel waveguides and its 
use in 3-dB cross couplers. Appl Opt 1990; 29(25): 4105-
4110. DOI: 10.1364/AO.29.004105. 

[3] Razskazovskaya O, Ossiander M, Siegrist F, Pervak V, 
Schultze M. Carrier frequency tuning of few-cycle light 
pulses by a broadband attenuating mirror. Appl Opt 2017; 
56(32): 8978-8982. DOI: 10.1364/AO.56.008978.  

[4] Kuroda C, Ohki Y, Fujimaki M. Optimization of a 
waveguide-mode sensing chip for an ultraviolet near-field 
illumination biosensor. Opt Express 2017; 25(21): 26011-
26019. DOI: 10.1364/OE.25.026011.  

[5] Fennig EA, Schmidt G, Moore DT. Design of multilayer 
planar light guide concentrators. Light, Energy and the En-
vironment, OSA Technical Digest (online) 2017: RW3B.4. 
DOI: 10.1364/OSE.2017.RW3B.4. 

[6] Guo D, Chu T. Silicon mode (de)multiplexers with parameters 
optimized using shortcuts to adiabaticity. Opt Express 2017; 
25(8): 9160-9170. DOI: 10.1364/OE.25.009160.  

[7] Wang B, Dong F, Yang D, Song Z, Xu L, Chu W, Gong Q, 
Li Y. Polarization-controlled color-tunable holograms with 
dielectric metasurfaces. Optica 2017; 4(11): 1368-1371. 
DOI: 10.1364/OPTICA.4.001368. 

[8] Born M, Wolf E. Principles of optics. 3rd ed. New York: 
Pergamon Press, 1965. 

[9] Teitler S, Henvis BW. Refraction in stratified, anisotropic 
media. JOSA 1970; 60(6): 830-834. DOI: 
10.1364/JOSA.60.000830. 

[10] Berreman DW. Optics in stratified and anisotropic media: 
4×4-matrix formulation. JOSA 1972; 62(4): 502-510. DOI: 
10.1364/JOSA.62.000502. 

[11] Allia P, Oldano C, Trossi L. 4 × 4 matrix approach to chy-
ral liquid-crystal optics. JOSA B 1986; 3(3): 424-429. 
DOI: 10.1364/JOSAB.3.000424. 

[12] Yakovlev DA, Chigrinov VG, Kwok HS. Modeling and 
optimization of LCD optical performance. New Delhi: 
John Wiley & Sons Ltd; 2015. ISBN: 978-0-47068914-1. 

[13] Yeh P, Gu C. Optics of liquid crystal displays. 2nd ed. John 
Wiley & Sons Inc; 2009. ISBN: 978-0-470-18176-8. 

[14] Gvatua ShSh, Topuridze NS, Blagidze YM, Sharashidze 
LK, Pavlenishvili IY, Dzhaparidze KG, Nadareishvili LI. 
Polarization properties of polymer films with a birefrin-
gence gradient. J Opt Technol 2005; 72(10): 743-748. 
DOI: 10.1364/JOT.72.000743. 

[15] Chabanov AA. Strongly resonant transmission in periodic 
anisotropic layered media. Frontiers in Optics 2007: 
FThI4. DOI: 10.1364/FIO.2007.FThI4.  

[16] Landau LD, Lifshitz EM. Quantum mechanics (non-
relativistic theory). Course of Theoretical Physics, Vol 3. 
3rd ed. Burlington, MA: Butterworth-Heinemann Publish-
ers; 2004. ISBN: 978-0-7506-3539-4. 

[17] Chung M-S, Kim C-M. General eigenvalue equations for 
optical planar waveguides with arbitrarily graded-index 
profiles. J Lightw Technol 2000; 18(6): 878-885. DOI: 
10.1109/50.848401. 

[18] Moiseeva NM. Calculation of the dynamics of ellipsometric 
parameters of the reflected electromagnetic radiation of an 
inhomogeneous gaseous reacting medium [In Russian]. In-
formatics. Education. Ecology and human health. Proceed-
ings of the 5th International Conference "Nonlinear World" 
2001: 163-169. 

[19] Moiseeva NM, Yatshishen VV. Calculation of dispersion 
characteristics of surface plasmons on the boundary a non-
homogeus anisotropic medium [In Russian]. Physics of 
Wave Propagation and Radio Systems 2005; 8(10): 77-81. 

[20] Moiseeva NM, Rudenok IP, Moiseev AV. Chang envelope 
of the optical signal at reflection in cell inhomogeneous 
nematic liquid crystals [In Russian]. Izvestiya vysshih 
uchebnyh zavedenij: Fizika 2016; 59(12-3): 157-160. 

[21] Moiseeva NM. Application of WKB for calculation ei-
genwaves an anisotropic inhomogeneous planar waveguide 
[In Russian]. Izvestiya vysshih uchebnyh zavedenij: Fizika 
2013; 56(8-2): 282-284. 

[22] Ivanov OV, Sementsov DI. Propagation of light in nonuni-
form bianisotropic plane-layer structures. Optics and spec-
troscopy 1999; 87(3): P. 446-451. 

[23] Ivanov OV. The propagation of electromagnetic waves in 
anisotropic and bianisotropic layered structures [In Rus-
sian]. Ulyanovsk: “UlSTU” Publisher; 2010. ISBN: 978-5-
9795-0684-5. 

[24] Wasow W. Asymptotic expansion for ordinary differential 
equations. Mineola, New York: Dover Publication Inc; 
1987. ISBN: 0-486-49518-3. 



Матричное решение задачи 4×4 методом Вентцеля – Крамерса – Бриллюэна...  Моисеева Н.М., Моисеев А.В. 

Компьютерная оптика, 2018, том 42, №3 361 

 
 

Autor’s information 
Natalja Michailovna Moiseeva (b. 1966), graduated from Volgograd State University in 1988, majoring in Phys-

ics, candidate of science in Physics and Mathematics (2005). Associate Professor of Laser Physics, Institute of Mathe-
matics and Information Technologies of the Volgograd State University. Research interests: optics, electrodynamics, 
differential equations, mathematical modeling and computational mathematics. E-mail: moiseeva@volsu.ru . 

 
Anton Vladimirovich Moiseev (b. 1989), in 2012 graduated from the Master of Volgograd State University 

(Volgograd) in the direction of "Laser Equipment and Laser Technology", working as an assistant of the of Laser Phys-
ics department, Institute of Mathematics and Information Technologies of Volgograd State University. Research inter-
ests: optics, electrodynamics, physics of lasers, electronics. E-mail: anton_moiseev@volsu.ru .  
 
 

Received December 11, 2017. The final version – February 19, 2018.  
 
 



Формфактор голограмм сложных изображений  Шойдин С.А., Трифанов А.В. 

362 Компьютерная оптика, 2018, том 42, №3 

ФОРМФАКТОР ГОЛОГРАММ СЛОЖНЫХ ИЗОБРАЖЕНИЙ 
С.А. Шойдин 1, А.В. Трифанов 1 

1Сибирский государственный университет геосистем и технологий, Новосибирск, Россия 

Аннотация 
В настоящей работе продолжается изучение влияния формфактора голограмм на их оп-

тимальные характеристики, такие как оптимальная экспозиция при условии известного рас-
пределения видности и максимально достижимые значения средней по голограмме дифрак-
ционной эффективности. Главное внимание в работе уделено проверке применимости по-
нятия формфактора к вычислениям оптимальных параметров фазовой голограммы. Полу-
ченные результаты позволяют утверждать, что для голограмм реальных изображений, 
сформированных сложными по форме пучками, применима технология вычисления и прак-
тического использования формфактора. На примере более чем 30 реальных изображений 
проанализирован подход к определению формфактора для изображающих голограмм. Об-
наружено достаточно хорошее совпадение формфактора голограмм реальных портретных 
изображений с формфактором голограмм Гауссовых пучков. Показано, что реальные изо-
бражения имеют статистику распределения яркости, близкую к Гауссовой, но и для других 
статистик предложенный метод расчёта и использования формфактора применим. 

Ключевые слова: лазер, голограмма, формфактор, дифракционная эффективность, Гаус-
сов пучок, портрет. 

Цитирование: Шойдин, С.А. Формфактор голограмм сложных изображений / 
С.А. Шойдин, А.В. Трифанов // Компьютерная оптика. – 2018. – Т. 42, № 3. – С. 362-368. – 
DOI: 10.18287/2412-6179-2018-42-3-362-368. 

Введение 
При разработке новых голографических материа-

лов большое внимание уделяется увеличению динами-
ческого диапазона фотоотклика среды [1, 2]. Однако, 
как было показано в [3 – 5], использование большого 
динамического диапазона голографической среды для 
увеличения дифракционной эффективности не всегда 
возможно, поскольку дифракционная эффективность 
ограничивается влиянием так называемого формфак-
тора голограммы. В [6, 7] для Гауссовых пучков были 
получены ограничения на максимально достижимую 
дифракционную эффективность η, а также получен ко-
эффициент увеличения оптимальной экспозиции, тре-
буемой для достижения её максимума, названный 
формфактором. Там же было отмечено, что влияние 
формфактора проявляется только при одновременном 
существовании двух эффектов – нелинейности откли-
ка, в данном случае ηm (E, V), и неравномерности ярко-
сти по полю E (x, y). Несмотря на широкую примени-
мость модели Гауссовых пучков при записи голо-
грамм, часто распределение яркости так называемых 
объектных пучков по полю голограммы не соответст-
вует форме Гауссовых кривых. Однако, как было от-
мечено в [7], большинство сложных по форме пучков, 
имеющих многофакторное (хотя и не Гауссово по по-
лю) распределение яркости, в силу центральной пре-
дельной теоремы (ЦПТ) могут приближаться к Гауссо-
вой статистике распределения яркости. Это означает, 
что для голограмм, записанных такими пучками, тоже 
можно ожидать подобного проявления формфактора, 
чему и посвящена настоящая работа. 

Численное моделирование  
и экспериментальные результаты 

В [6, 7] показано, что средняя дифракционная эф-
фективность фазовых голограмм ηm(E,V), записанных 

неравномерными по яркости пучками, определяется 
выражением (1). 

( ){ }21 sin ( , ) ( , ) d dm E E x y V x y x y
s

⎛ ⎞η = β⎜ ⎟
⎝ ⎠ ∫∫ , (1) 

где ηm – средняя по полю голограммы дифракционная 
эффективность, s – площадь голограммы, β(E) –
голографическая чувствительность фотоматериала, а 
V – видность интерференционной картины при запи-
си. Здесь полагается, что и видность, и экспозиция 
могут в общем случае меняться по полю голограммы 
(x,y), а фотоотклик голографического материала – его 
чувствительность β(E) в общем случае может иметь 
нелинейный вид, например, как в [6]. 

Можно ли в случае сложных изображений, на-
пример, при записи голограммы портрета, воспользо-
ваться, как и для Гауссовых пучков [7], вычисления-
ми оптимальной экспозиции для достижения макси-
мальной ηm по формуле (2), предложенной для Гаус-
совых пучков?  

{ ( )}2sinm f EVη = Ω Ψ . (2) 

Здесь величина Ω ограничивает максимально дос-
тижимую среднюю дифракционную эффективность 
голограммы, а Ψ – константа, учитывающая весовую 
функцию яркости при интегрировании (1). Она отра-
жает эффективную задержку достижения первого 
максимума ηm, приводя сложные вычисления по (1) к 
простым вычислениям по (2), которые аналогичны 
известным классическим вычислениям [8]. Использо-
вание известной, заранее вычисленной величины 
формфактора, в практической работе существенно 
облегчает отработку технологии записи голограмм. 

Для численного эксперимента было выбрано ти-
пичное портретное изображение с разрешением 
200×200, пригодное для размещения на документах, 
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удостоверяющих личность. Оно было сделано фотоап-
паратом Canon EOS 350D в режиме автоматического 
выбора экспозиции по времени. Затем полученное 
изображение было преобразовано стандартными мето-
дами Photoshop в изображение в серых тонах рис. 1a, 
распределение яркости которого приведено на рис. 1б. 

а)  

б)  
Рис. 1. Изображение в серых тонах (а),  

3D-развёртка динамического диапазона яркостей А1  
составляющих его точек (б) 

Можно видеть, что распределение яркости 
(рис. 1б) носит как будто случайный характер. Одна-
ко его весовая функция яркости близка к Гауссовому 
распределению (см. pис. 2). 

Типовым оператором histForPhoto в среде Matlab 
были построены гистограммы изображения 1б, при-
ведённые на рис. 2а, б.  

На гистограмме (рис. 2а) видно, что в кадре изо-
бражения рис. 1а много пустого места, не занятого 
изображением, где яркость равна нулю. Убирая этот 
пик из статистического распределения, можно более 
подробно видеть картину распределения яркостей 
собственно по полю изображения портрета на рис. 2б. 
Её среднее отклонение от показанной на том же гра-
фике Гауссовой кривой составляет 18 %. 

Если внимательно исследовать развёртку динами-
ческого диапазона точек изображения на рис. 1б, мож-
но обнаружить, что самые яркие точки не дотягивают 
до А1

 = 1, а остаются ниже уровня 0,65, а самые тёмные 
образуют как бы общую полочку в районе А1

 = 0,2.  
Пропорциональное растяжение динамического 

диапазона всего изображения так, чтобы самые яркие 
точки приближались к А1

 = 1, а «полочка» была уда-
лена (для этого динамический диапазон А1 внутри 
0,2 – 0,65 был растянут от 0 до 1,0), не привело к су-
щественному отклонению полученных гистограмм от 

Гауссовой кривой. В этом смысле степень похожести 
гистограммы портрета на Гауссову кривую можно 
считать некоторым инвариантом относительно ука-
занных изменений динамического диапазона. Поэто-
му в дальнейшем мы будем обращаться к исходному 
изображению рис. 1а, б со статистическим распреде-
лением яркости рис. 2б. 

а)  

б)  
Рис. 2. Гистограммы распределения яркости: 

для исходного портрета 1а(1б) (а), для того же портрета 
с отсечённым нулевым фоном (б) 

Вычисленная по формуле (1) средняя дифракци-
онная эффективность ηm(E, V) для портретного изо-
бражения рис. 1а, б и средняя дифракционная эффек-
тивность ηm(E, V) для Гауссового пучка, аналогичного 
[6], показаны соответственно на рис. 3а, б. Здесь и да-
лее мы берём для вычислений по (1) линейный фото-
отклик среды (β = 1), чтобы не усложнять анализ чис-
ленных расчётов излишним количеством анализи-
руемых параметров. Далее мы приведём некоторые 
результаты, полученные с учётом нелинейности фо-
тоотклика среды, но это заслуживает отдельного, бо-
лее подробного изложения. 

При сравнении рис. 3а и 3б видно, что в первом 
случае колебания не нарастают при росте экспозиции 
(и видности) после достижения ηm (E, V) первого мак-
симума, а во втором, для Гауссова пучка – возрастают 
и значительно. В [6] такое поведение графика 
ηm (E, V) было объяснено ростом вклада удалённых от 
центра частей Гауссова пучка, когда локальные зна-
чения аргумента под синусом (1) на периферийных 
участках голограммы перерастают π.  
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a)  

б)  

в)  
Рис. 3. Зависимость ηm (E,V) для изображения на рис. 1: 
исходного портрета (а); Гауссова пучка (б); усечённого 

по уровню А1 Гауссова пучка в диапазоне А2
 = (0,2 ÷ 1,0) А1 (в) 

Для реальных изображений (ηm на рис. 3а) по изо-
бражению, приведённому на рис. 1а, б, такого роста 
нет. Видно, что на рис. 1б изображение по полю об-
рывается круто, а не как у Гаусса с бесконечно широ-
кими крыльями внизу. Это и есть причина основных 
отличий реального изображения от изображения Га-
уссовых пучков.  

На гистограммах рис. 2 также видно, что правая 
их часть довольно похожа на Гауссову кривую, а ле-
вая похожа меньше и даже на каком-то значении об-
рывается.  

Отсюда было сделано предположение о том, что 
статистика распределения яркостей А1 локальных то-
чек портретного изображения (рис. 1) похожа на Га-
уссову лишь частично, а в большей степени соответ-
ствует статистике распределения Гаусса усечённого, 
как если бы у Гауссового распределения была отсе-
чена нижняя часть, что не позволяло бы этой части 
вносить свой вклад с ростом экспозиции. Для под-
тверждения этого подробнее рассмотрим графики 
ηm(E, V), приведённые на рис. 3.  

Даже на глаз видно, что двумерный график 
(рис. 3в) больше похож на рис. 3а, чем на график на 
рис. 3б. Однако удобнее анализировать двумерные 
сечения этих графиков. На рис. 4 приведены зависи-
мости ηm от E как сечения графиков из рис. 3 плоско-
стью, параллельной V для значений видности, близ-
кой единице (V = 0,951). В силу симметричной зави-

симости ηm как от E, так и от V, для случая линейного 
фотоотклика, этого будет достаточно для нахождения 
значений формфактора Ψ и максимально достижимой 
дифракционной эффективности Ω.  

На рис. 4 приведены значения координат первых 
максимумов графиков ηm(E). Видно, что на рис. 4а 
дифракционная эффективность голограммы под 
влиянием формфактора достигает максимального 
значения Ω1

 = 42,6 % при экспозиции E в 
2,69/1,64 = 1,64 раза большей, чем в идеальной [8] 
голограмме, что соответствует значению 
Ψ1

 = 1/1,64 = 0,61 для формулы (2). Таким же обра-
зом рассчитанные значения для Гауссовых пучков 
из рис. 4б получаются равными Ω2

 = 45% и 
Ψ2

 = 0,55. Значения, хоть и близкие к Ω1 и Ψ1, но 
отличающиеся по Ψ на 9,8 %, а по Ω – на 5,3 %.   

а)  

б)  

в)  
Рис. 4. Сплошная линия – зависимость ηm от экспозиции E 
при V = 0,951: для исходного изображения (портрета 
на рис. 1) (а); для Гауссова пучка (б); для усечённого 
Гауссова пучка с модифицированным динамическим 
диапазоном (А2 = А1{0,2 ÷1,0}) (в). Пунктирная линия – 

зависимость от тех же параметров идеальной 
голограммы, сформированной равномерным по полю 
сигналом [8], уменьшенная по ординате для удобства 
представления до значения Ω-первого максимума ηm (E) 
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В случае усечённого снизу Гауссова пучка (0,2 ÷ 1,0) 
величина Ψ3

 = 0,62, т. е. становится практически рав-
ной Ψ1, а Ω3 падает до 28,5 %. Уменьшение макси-
мально достижимой дифракционной эффективности 
Ψ3 объясняется просто уменьшением эффективной 
площади, занимаемой усечённым Гауссовым пучком 
на голограмме. Пропорциональным увеличением 
диаметра усечённого Гаусса примерно на 15 % было 
получено увеличение Ψ2 до 44 %. 

Таким образом можно утверждать, что сделанное 
в [7] предположение о том, что сложные изображе-
ния, имеющие в силу ЦПТ статистически Гауссово 
распределение яркостей, также имеют формфактор, 
близкий к формфактору Гауссовых пучков, подтвер-
дилось. Уточняя этот результат, можно сказать, что 
формфактор портретных изображений ближе к 
формфактору усечённого снизу Гаусса. 

Повторяемость полученных результатов 
Для проверки репрезентативности полученных ре-

зультатов были проанализированы по описанной вы-
ше методике портреты группы из 31 человека.  

Среди них были женщины и мужчины, снимавшие-
ся в очках и без очков, со вспышкой и без неё. По этой 
группе были вычислены средние значения формфакто-
ра Ψ = 0,6157 и дисперсии распределения яркости 
D = 0,3197. Среднеквадратичное отклонение формфак-
тора при этом составляло 6,087 %, а дисперсии – 
32,867 %. Максимальное отклонение формфактора от 
среднего значения по группе составило max Ψ = 0,11; а 
max D = 0,16. Таким образом, можно сделать вывод о 
том, что практическое применение формфактора при 
определении оптимальных условий записи (экспози-
ции и видности) для сложных многофакторных изо-
бражений, имеющих близкое к Гауссовому статисти-
ческое распределение яркости, можно проводить по 
формуле Когельника [7], но с учётом формфактора, 
вычисленного для (2) по (1), который равен формфак-
тору Гауссовых пучков [6, 7]. Поскольку отклонение от 
Гауссовой статистики было по группе из 31 человека 
32 %, а отклонения в формфакторе были 6,1 % (при 
этом сама средняя величина формфактора на случай-
ной группе из 31 человека была 0,615), то можно сде-
лать вывод, что даже отклонения от Гауссова стати-
стического распределения не дают существенного из-
менения формфактора. Именно поэтому можно ис-
пользовать полученное ранее значение формфактора 
для Гауссовых пучков при записи на голограмму ре-
альных портретных изображений. Самое главное, что 
это исследование еще раз подтверждает, что формфак-
тор устойчив к статистическим отклонениям в силу 
нелинейности под интегралом (1), таким образом ста-
билизируя в выражении (2) численное значение форм-
фактора вблизи его значения для Гауссовых пучков. 

Нелинейность фотоотклика  
голографического материала 

Учёт нелинейности β(E), подобной приведённой в 
[7], также проводился. Численный анализ подтвер-

ждает, в частности, что нелинейность снижает мак-
симально достижимое значение ηm, но не пропорцио-
нально снижению значения фотоотклика, а ощутимо 
меньше. Так, для указанной нелинейности, характер-
ной для фотоматериала «Реоксан» [1], максимальное 
значение фотоотклика при записи голограммы порт-
рета (рис. 1) в точке первого максимума ηm снижается 
в 1,54 раза по сравнению с линейным фотооткликом. 
В то же время сама дифракционная эффективность ηm 
уменьшается только в 1,38 раза. Это указывает на то, 
что нелинейность фотоотклика голографической сре-
ды работает в том же направлении, что и появляю-
щаяся за счёт нелинейности дополнительная компо-
нента линейного отклика [8, стр. 381]. Однако более 
тонкие эффекты связи нелинейности фотоотклика и 
отличия статистики распределения яркости пучков от 
Гауссовой формы выходят за рамки настоящей рабо-
ты и будут рассмотрены в дальнейшем. 

Обсуждение 
Полученные в настоящей работе результаты гово-

рят о том, что сложные голографические изображе-
ния, формирующиеся с помощью пучков, чья неод-
нородность по полю является следствием наложения 
влияния многих факторов (отражение, поглощение, 
дифракция и другие виды рассеяния излучения), соз-
дающих реальную картину окружающей среды, обла-
дают статистическим распределением яркости ин-
терференционной картины близким к Гауссовому. 
Оптимальная экспозиция для таких голограмм, с учё-
том видности интерференционной картины, может 
быть рассчитана с помощью формфактора.  

Степень точности таких расчётов определяется: 
– Во-первых, близостью статистики распределе-
ния яркости описанных с помощью формфактора 
изображений к эталонной статистике, используе-
мой в расчёте. В нашем случае отличие гисто-
грамм изображения и ближайшей к ним Гауссовой 
кривой составляло 18 %, а отличие в величине 
формфактора между ними (ψ1 и ψ2) не превышало 
10 %. При правильном подборе описывающей 
изображение статистики (усечённый на 20 % сни-
зу Гаусс) отличия в формфакторе между ψ1 и ψ3 
составляли всего 1,6 %. Такой точности вполне 
достаточно для практического выбора экспозиции 
при известной величине видности записывающей 
голограмму интерференционной картины.  
– Во-вторых, степень точности расчётов опреде-
ляется пропорциональной долей сигнала с опреде-
лённой статистикой в общем кадре. Так, ограни-
чивая Гаусс снизу отсечением его значений, ле-
жащих в диапазоне яркостей от нуля до 20 %, мы 
тем самым уменьшили вклад бесконечно широ-
ких, хотя и низких «крыльев» Гаусса, изменили 
статистику распределения яркости. Это приблизи-
ло величину формфактора для голограммы Гаус-
сова пучка к соответствующей величине форм-
фактора голограммы изображения, но одновре-
менно уменьшило его эффективный размер в 
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площади кадра, что привело к некоторому сниже-
нию средней дифракционной эффективности. На 
рис. 4в видно, что Ω снизилась с 44,9 % (рис. 4б) 
до 28,5 % (рис. 4в). Как указывалось выше, увели-
чение полуширины усечённого снизу Гауссова 
распределения, используемого для расчётов 
рис. 3в и рис. 4в, усечённого снизу на 20 %, приве-
ло к росту Ω до сравнимых с рис. 3а, 4а значений. 
В целом приведённые результаты помогают понять 

предельные характеристики голограмм сложных изо-
бражений и даже объяснить некоторые эффекты, на 
которых прежде исследователи не заостряли внимания. 

Так, известно, что яркость записанных на голо-
граммах «вынесенных» из плоскости голограммы изо-
бражений может быть существенно выше, чем запи-
санных в объёме, близком от поверхности голографи-
ческой пластинки [9, 10]. Это можно объяснить тем, 
что записываемое вблизи голографической пластинки 
изображение имеет одно статистическое распределе-
ние яркости, а при удалении – другое. Так, на распре-
деление яркости, а иногда и видности в плоскости ре-
гистрации голограммы оказывает влияние перераспре-
деление амплитуды электромагнитного поля в свобод-
ном пространстве. Такое перераспределение описыва-
ется, как известно, преобразованием Кирхгофа и вы-
глядит как некоторое «размазывание», похожее на де-
фокусировку амплитуды светового сигнала по полю 
голограммы, тем самым приближая к равномерному 
распределению яркости по полю. В этом случае, как 
было отмечено в [6], влияние формфактора ослабевает 
и средняя дифракционная эффективность голограммы 
приближается к описываемой в (2) с ψ = 1 и Ω = 1. 

Заключение 
На основе полученных в работе результатов мож-

но сделать вывод о более широкой применимости 
вычисленных в [7] для Гауссовых пучков значений 
формфактора. Здесь формфактор – это константа, 
учитывающая весовую функцию яркости с учётом 
влияния нелинейности фотоотклика как самого голо-
графического материала, так и показанной в [8] сину-
соидальной зависимости, определяемой самосогласо-
ванной дифракцией объектной и опорной волн. 

На основе анализа более чем 30 изображений 
можно сделать вывод, что даже отклонения от Гаус-
сова статистического распределения не дают сущест-
венного изменения формфактора.  

Следует отметить, что методика использования 
формфактора годится и для других статистических 
распределений. Для некоторых видов голографиче-
ских сигналов, как нам представляется, могут реалии- 

зовываться и другие статистики распределения ярко-
стей, похожие, например, на статистики Бозе –
 Эйнштейна, Стьюдента, Коши или др. Но оптималь-
ный выбор экспозиции для голографических портре-
тов будет близок к оптимальному выбору экспозиции 
для Гауссовых пучков в силу близости статистики 
распределения яркости и, вследствие этого, близости 
их формфакторов к величине Ψ = 0,61. 
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FORM-FACTOR OF THE HOLOGRAMS OF COMPOSITE IMAGES 
S.A. Shoydin 1, A.V. Trifanov 1 

1Siberian State University of Geosystems and Technologies, Novosibirsk, Russia 

Abstract 
This article is a follow-on study of the influence of the form-factor of holograms on their opti-

mal characteristics, such as the optimal exposure, subject to a known visibility distribution, and the 
maximum achievable values of the average diffraction efficiency in a hologram. The main atten-
tion is paid to the verification of the applicability of the form-factor concept to calculating the op-
timal parameters of a phase hologram. The results obtained suggest that the technique of calcula-
tion and practical use of the form-factor is suitable for holograms of real images formed by com-
plex beams. Using 30-plus real images, the approach to determining the form factor for visual 
holograms is analyzed. A fairly good agreement between the form factors of the holograms of real 
portrait images and those of Gaussian beams has been found. The real images have been shown to 
have near-Gaussian brightness distribution statistics. Note that for non-Gaussian distributions, the 
proposed method of calculating and using the form-factor is also suitable. 

Keywords: laser, hologram, formfactor, diffraction efficiency, Gaussian beam, holoportrait. 
Citation: Shoydin SA, Trifanov AV. Form-faсtor of the holograms of composite images. Com-

puter Optics 2018; 42(3): 362-368. DOI: 10.18287/2412-6179-2018-42-3-362-368. 
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СОПОСТАВИТЕЛЬНЫЙ АНАЛИЗ ЛИНЗЫ ФРЕНЕЛЯ И КИНОФОРМНОЙ ЛИНЗЫ 
Г.И. Грейсух1, С.А. Степанов1, А.И. Антонов1 

1Пензенский государственный университет архитектуры и строительства, Пенза, Россия 

Аннотация  
На основе единого подхода в лучевом приближении рассмотрены и сопоставлены фоку-

сирующие свойства линз Френеля и киноформных линз. Особое внимание обращено на 
энергетическую эффективность, хроматизм и разрешающую способность этих элементов. 
Показано, что линза Френеля с равноглубокими кольцевыми поясами представляет собой 
гармоническую киноформную линзу, работающую в высоких дифракционных порядках. 
Проанализирован механизм формирования картины дифракции в фокальной плоскости 
линзы Френеля с равноширокими кольцевыми поясами, и показано, что она отличается от 
соответствующей картины обычной рефракционной линзы падением энергии в главном 
максимуме и переносом значительной части энергии в побочные максимумы. 
Статья адресована студентам и аспирантам, а также специалистам в тех областях науки и 
техники, в которых оптические методы и приборы играют всё более возрастающую роль. 

Ключевые слова: линза Френеля, равноширокие и равноглубокие кольцевые пояса, ки-
ноформная линза, зона Френеля, таутохронность, дифракционная эффективность, хрома-
тизм, разрешающая способность. 

Цитирование: Грейсух, Г.И. Сопоставительный анализ линзы Френеля и киноформной 
линзы / Г.И. Грейсух, С.А. Степанов, А.И. Антонов // Компьютерная оптика. – 2018. – Т. 42, 
№ 3. – С. 369-376. – DOI: 10.18287/2412-6179-2018-42-3-369-376.  

Введение  
Линза Френеля (ЛФ) и киноформная линза пред-

ставляют собой тонкие оптические элементы, фокуси-
рующие свойства которых обусловлены пилообразным 
зонированием как минимум одной из двух рабочих по-
верхностей элемента. При этом принцип формирова-
ния зон позволяет отнести фокусирующий элемент к 
группе киноформных линз или линз Френеля.  

Киноформная линза, т.е. дифракционная линза с 
пилообразной рельефно-фазовой микроструктурой, 
была предложена Г.Г. Слюсаревым в середине два-
дцатого века [1], в то время как линза Френеля стар-
ше почти на 130 лет. Этот факт, а также широкое 
практическое использование линз Френеля позволяет 
считать их классическими оптическими элементами. 
Напомним, что первоначально линза Френеля пред-
назначалась для минимизации веса осветительных 
устройств, и прежде всего морских маяков [2]. Впо-
следствии такие линзы нашли широкое применение в 
навигационных огнях, светофорах, железнодорожных 
семафорных фонарях, кодоскопах, фотовспышках, 
концентраторах солнечной энергии для солнечных 
батарей, студийных осветителях (например, [3 – 5]) и 
т.д. Нельзя не заметить на рынке канцтоваров широ-
кий ассортимент гибких и очень тонких луп Френеля 
[6] (рис. 1). 

Лупы, в отличие от конденсоров, работают по по-
лю и строят протяжённые изображения, пусть и с не 
очень высоким разрешением. Более того, сегодня всё 
чаще появляется информация об использовании линз 
Френеля уже не в качестве одиночного элемента, а в 
составе изображающей оптической системы, к опти-
ческим характеристикам которой предъявляются 
весьма высокие требования [7, 8]. Именно это обстоя-
тельство побудило авторов настоящей статьи посмот-
реть на линзу Френеля под другим углом – с позиции, 

объединяющей этот тонкий фокусирующий оптиче-
ский элемент с киноформной линзой. 

1. Описание работы киноформной линзы 
в бесконечно тонком приближении 

Апертура киноформной линзы разбита на так на-
зываемые зоны Френеля. Под этим термином в об-
щем случае понимаются участки, на которые можно 
разбить волновую поверхность для вычисления ре-
зультатов дифракции. 

а)     б)  

в)  
Рис. 1. Составная линза Френеля в экспозиции 
Французского национального морского музея (а);  

лупа карманная фирмы Kromatech  
(гибкая ЛФ 115×65 мм, 3×) (б); лупа для чтения  
фирмы Kromatech (гибкая ЛФ 210×297 мм, 3×) (в) 
В настоящей статье под зоной Френеля понимает-

ся кольцевая зона апертуры, расстояния от краёв ко-
торой до точки наблюдения (в данном случае фо-
кальной точки F) отличаются на расчётную длину 
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волны λ0, как это показано на рис. 2. Идеальная фоку-
сировка нормально падающей на киноформную линзу 
плоской монохроматической волны и при этом кон-
центрация всей падающей на эту линзу энергии в 
единственном фокусе достигается при условии, что в 
пределах каждой зоны Френеля обеспечивается тау-
тохронность, т.е. лучи, идущие от падающего волно-
вого фронта до точки наблюдения, имеют одинако-
вую оптическую длину и, в частности, равны оптиче-
ские длины лучей, проходящих через края каждой 
зоны. Для i-й зоны Френеля (i = 1, 2, 3 …) это равенст-
во оптических длин имеет вид:  

0λ 0 0 0 0( 1)λ λ ,Hn f i H f i+ + − = + +  (1) 

где H – глубина i-й зоны; nλ0 и f0 – показатель пре-
ломления материала подложки киноформной линзы и 
фокусное расстояние линзы в первом дифракционном 
порядке на расчётной длине волны λ0. 

 
Рис. 2. Три приосевые зоны  

микроструктуры киноформной линзы 
Решая уравнение (1) относительно H, получим  

00 λλ ( 1)H n= − ,  (2) 

откуда, в частности, следует, что поскольку H от i не 
зависит, то глубины рельефа всех зон киноформной 
линзы должны быть одинаковыми. 

Уравнение (1) обеспечивает равенство оптических 
длин только крайних лучей каждой зоны Френеля ки-
ноформной линзы. Равенство оптических длин ос-
тальных лучей внутри каждой зоны обеспечивается за 
счёт так называемого согласованного или коррелиро-
ванного профиля пилообразного рельефа, предло-
женного в работе [1]. 

Вновь обращаясь к рис. 2, легко видеть, что ради-
ус первой зоны киноформной линзы можно найти из 
условия 

2 2 2
0 1 0 0( λ )f r f+ = + , (3) 

откуда 
2

1 0 0 02 λ λr f= + .  (4) 

Для i-й зоны расстояние от центра микроструктуры 
линзы до внешнего края зоны 

2
0 0 02 λ ( λ )ir if i= + . (5) 

Таким образом, киноформная линза, преобразую-
щая плоскую и нормально падающую на неё волну с 
длиной λ0 в сферическую, – это дифракционный оп-
тический элемент с пилообразной рельефно-фазовой 
микроструктурой, характеризуемый одновременным 
выполнением условий (2) и (5).  

В общем случае фокусирующие и аберрационные 
свойства дифракционной линзы, как правило, описы-
ваются в рамках модели бесконечно тонкого фазового 
транспаранта, вносящего фазовую задержку в па-
дающий на него волновой фронт. Причём транспа-
рант может быть не только плоским, но и иметь фор-
му несущей его поверхности, например, сферической 
или асферической преломляющей поверхности реф-
ракционной линзы (см., например, [9]). 

Одним из вариантов представления фазовой за-
держки, вносимой дифракционной и, в частности, ки-
ноформной линзой с кольцевой микроструктурой, яв-
ляется степенной ряд вида [10] 

( ) 2

1

j
j

j

r m A r
=

Ψ = ∑ , (6) 

где m – номер рабочего дифракционного порядка, r – 
расстояние, отсчитываемое от оптической оси. 

Оптическая сила дифракционной линзы определя-
ется коэффициентом A1: 

0 1

0

λ1
π

m A
f
= − , (7) 

а коэффициенты Aj при j > 1 являются коэффициента-
ми асферических добавок. В выражении (7) λ0 – рас-
чётная длина волны, на которой задаются все коэф-
фициенты Aj. 

Если рабочая длина волны λ не совпадает с рас-
чётной λ0, то, как следует из выражения (7), оптиче-
ская сила линзы 1/f будет отличаться от расчётной: 

0 0

1 λ
λf f

= . (8) 

Зависимость оптической силы от длины волны, 
называемая хроматизмом, присуща и обычным реф-
ракционным линзам, но только у дифракционных 
линз оптическая сила пропорциональна длине волны. 
Здесь отметим, что имеются попытки снижения хро-
матизма дифракционной линзы, например, за счёт 
модификации её фазовой задержки. Одна из таких 
попыток описана в [11]. 

Доля энергии, дифрагированной на киноформной 
микроструктуре в один порядок дифракции (дифрак-
ционная эффективность в данном порядке дифрак-
ции) также зависит от соотношения рабочей и рас-
чётной длин волн. Кроме того, дифракционная эф-
фективность зависит и от угла падения излучения на 
киноформную линзу θ. Приближённо оценить эту 
эффективность можно по известной формуле, полу-
ченной в рамках скалярной теории дифракции [12]: 

2
sin (π( χ))η
π ( χ)

m
m

⎡ ⎤+
= ⎢ ⎥+⎣ ⎦

, (9) 
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где 

( ) ( )2 2
λχ λ cosθ sin θH n⎡ ⎤= − −⎢ ⎥⎣ ⎦

. (10) 

В идеале волновой фронт, формируемый дифрак-
ционной линзой с рельефно-фазовой микрострукту-
рой, должен совпадать с фронтом, формируемым бес-
конечно тонким фазовым транспарантом, вносящим 
требуемую фазовую задержку. В случае киноформ-
ной линзы это строго выполняется независимо от 
числа зон в микроструктуре при условии, что теку-
щая глубина рельефа h(r) описывается уравнениями 

( ) ( )1
2π

h r H i r
m

⎡ ⎤= + Ψ⎢ ⎥⎣ ⎦
 при ( ) 0

r
m

Ψ
<  

и 

( ) ( )11
2π

h r H i r
m

⎡ ⎤= − + Ψ⎢ ⎥⎣ ⎦
 при ( ) 0

r
m

Ψ
> . (11) 

При этом внешний и внутренний радиусы (rj и rj–1), 
ограничивающие i-ю зону Френеля [для центральной 
(первой) зоны Френеля r0

 = 0] являются действительны-
ми и положительными корнями уравнения | Ψ(r) /m | = 2πi. 

Если число зон Френеля в микроструктуре кино-
формной линзы велико (100 и более), то, как показано в 
работе [13], коррелированный профиль без ощутимых 
потерь в дифракционной эффективности и качестве фо-
кусировки можно заменить линейно-пилообразным  

( ) ( )1( )/( )i i ih r r r r r H−= − − .  (12) 

Наконец, если рабочая длина волны λm окажется 
меньше λ0 в целое число раз (λm

 = λ0/m), то в m-м по-
рядке дифракции оптическая сила, дифракционная 
эффективность и все аберрационные коэффициенты 
линзы останутся неизменными. Саму же пилообраз-
ную микроструктуру, работающую в m-м порядке 
дифракции и имеющую глубину рельефа, существен-
но превышающую рабочую длину волны 

λλ ( 1)
mmH m n= − ,  (13) 

в зарубежной литературе называют гармонической 
линзой [14]. Подробно фокусирующие свойства гар-
монических дифракционных линз рассмотрены в ра-
ботах [15, 16]. 

С волновой точки зрения выполнение условий (2), 
(5) и (13) означает, что волновой фронт, формируе-
мый киноформной линзой, не отличается от фронта, 
формируемого соответствующей рефракционной лин-
зой, и картина дифракции в фокальной плоскости яв-
ляется картиной дифракции Фраунгофера на апертуре 
линзы [17]: 

δ 1,22λK f D= ,  (14) 

где D = 2rmax – диаметр киноформной линзы. 

2. Описание работы линзы Френеля 
в бесконечно тонком приближении 

Учитывая генетическую связь ЛФ с обычной реф-
ракционной линзой, анализ начнём с последней. Для 

определённости будем считать эту линзу положи-
тельной с выпуклой и плоской преломляющими по-
верхностями. Её выпуклая поверхность и будет 
трансформироваться в структуру ЛФ, как это показа-
но на рис. 3. 

 
Рис. 3. Трансформация объёмной рефракционной линзы 
в «плоскую» ЛФ с равноширокими кольцевыми поясами 
Идеальная фокусировка падающей волны поло-

жительной рефракционной линзой обеспечивается 
так же, как и киноформной линзой, благодаря тауто-
хронности, но уже по всей апертуре рефракционной 
линзы. Далее учтём, что тонкое приближение (см. ра-
боты [18, 19]) предполагает, что луч света, входящий 
в произвольную точку плоскости, касательной к 
фронтальной поверхности линзы на некоторой высо-
те от оптической оси, пересекает плоскость, каса-
тельную к противоположной поверхности линзы, на 
той же самой высоте (рис. 4). 

 
Рис. 4. Ход лучей в тонкой рефракционной линзе 

Поэтому в случае фокусировки нормально па-
дающей плоской волны и в тонком приближении ус-
ловие таутохронности может быть записано в виде 

air RL λ( ) 0L L f Tn+ − + = .  (15) 

Здесь LRL
 = T + (nλ–1) t (r) – длина оптического пути 

между касательными плоскостями на длине волны λ; 
nλ – показатель преломления материала линзы на 
длине волны λ; Lair – длина оптического пути в возду-
хе от точки выхода луча из линзы до фокуса, а 
1/f = c (nλ – 1) – оптическая сила плосковыпуклой лин-
зы, c – кривизна её выпуклой поверхности. Нетрудно 
видеть, что если рабочая длина волны изменяется, то 
изменяется и оптическая сила, причём это изменение 
определяется зависимостью показателя преломления 
материала линзы от длины волны. В результате хрома-
тизм рефракционной линзы в оптическом диапазоне по 
модулю существенно меньше хроматизма дифракци-
онной линзы и имеет противоположный знак [20]. 

Очевидно, что длина оптического пути в воздухе 
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2 2 2
airL r f= +  (16) 

или в первом приближении (полагая, что r << f) 
2

air 2
rL f

f
= + . (17) 

Тогда из (15) с учётом (17) получаем 

0

2

RL λ 2
rL Tn

f
= − . (18) 

Формула (18) совпадает с формулами, описываю-
щими рефракционную линзу в тонком приближении, 
например, в работах [18, 19]. 

Бесконечно тонкую ЛФ (модель с равноширокими 
кольцевыми поясами) получим, положив T = 0 и об-
ращая LRT в ноль на высотах   

ir i r= Δ , 0, 1, 2 ... ,i =  (19) 

где Δr – ширина каждого из кольцевых поясов. Тогда 
оптическая длина пути в ЛФ на высоте r в соответст-
вии с выражением (18) будет иметь вид 

2 2

FL
( )

2
r i rL

f
− Δ

= − , (20) 

причём приращение номера кольцевого пояса i связа-
но с ростом высоты r: если r = (i + 1)Δr, тогда номер 
пояса увеличивается на единицу. Следовательно, са-
му высоту r можно записать в виде 

δr i r r= Δ + ,  (21) 
где 0 ≤ δr ≤ Δr. И тогда 

FL
(2 δ )δ

2
i r r rL

f
Δ +

= − . (22) 

Выражение (22) с точностью до множителя, кото-
рым является показатель преломления материала ЛФ, 
описывает образующую i-го кольцевого пояса.  

Далее, используя выражения (17) и (22), найдем 
оптическую длину луча, падающего нормально на 
ЛФ на высоте i-го кольцевого пояса: 

2( )( )
2

i rL i f
fΣ

Δ
= + . (23) 

Из (23) следует, что оптические длины лучей в 
пределах одного и того же кольцевого пояса одина-
ковы (не зависят от δr), т.е. в пределах каждого коль-
цевого пояса обеспечивается строгая синфазность. 
Зависимость же оптической длины лучей от номера 
кольцевого пояса квадратична, и, следовательно, 
скачки оптических длин лучей при переходе от одно-
го кольцевого пояса к соседнему не постоянны, а рас-
тут с ростом номера пояса. В результате между собой 
кольцевые пояса не фазируются, т.е. приращения оп-
тических длин лучей от пояса к поясу разные и не 
существует длины волны, которой все эти прираще-
ния могут оказаться кратными. С волновой точки 
зрения это означает, что в пределах каждого кольце-
вого пояса вторичные сферические волны суммиру-
ются по амплитуде, а вклады поясов в целом сумми-

руются по интенсивности [17]. Последнее приводит к 
существенному отличию картины дифракции, наблю-
даемой в фокальной плоскости ЛФ при освещении её 
нормально падающей плоской волной, от соответст-
вующих картин, формируемых рефракционной или 
киноформной линзами. Это отличие выражается в 
падении энергии в главном максимуме и переносе 
значительной её части в побочные максимумы, кото-
рые, сливаясь, образуют подошву или пьедестал ди-
фракционной картины. При этом ширина главного 
максимума (например, по уровню 0,5) практически не 
отличается от ширины диска Эйри соответствующей 
рефракционной или киноформной линз (рис. 5).  

 
Рис. 5. Картины дифракции в фокальных плоскостях 

идеально фокусирующих рефракционной или киноформной 
линз (а) и ЛФ, состоящей из 100 равношироких кольцевых 
поясов (б). Расчёт выполнен при одинаковых апертурах  
и с нормировкой на собственный максимум каждой кривой 
В результате главный негативный эффект от зони-

рования заключается в падении контраста в изобра-
жении, усугубляемом к тому же светорассеянием на 
обратных (нерабочих) скатах кольцевых поясов. 

Замена криволинейных образующих прямолиней-
ными (в результате чего меридиональные сечения 
кольцевых поясов превратятся в сечения усечённых 
призм) приведёт к существенной потере разрешения. 
Действительно, в этом случае коллимированный све-
товой пучок после преломления на каждом кольцевом 
поясе в геометрическом приближении останется кол-
лимированным, а соответствующие световые пятна в 
фокальной плоскости, суммируясь по интенсивности, 
создадут итоговое изображение конечных размеров 
даже в геометрическом приближении. С уменьшени-
ем ширины кольцевых поясов размер фокальных пя-
тен, формируемых ими, будет уменьшаться, а разре-
шение в изображении расти, но только до тех пор, 
пока дифракционное уширение не станет превали-
рующим. В результате предельно достижимое разре-
шение окажется равным [21] 

δ 1,5 λF f= . (24) 

Хроматизм ЛФ с равноширокими поясами не за-
висимо от формы образующих её поясов не будет от-
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личаться от хроматизма рефракционной линзы, вы-
полненной из того же оптического материала и 
имеющей равную оптическую силу. 

Завершая параграф, проанализируем ЛФ с равно-
глубокими кольцевыми поясами. Бесконечно тонкую 
модель такой ЛФ получим, также положив T = 0, но, 
обращая LRL, описываемую формулой (18), в ноль на 
радиусах (высотах) ri, при которых LRL

 = –i (nλ – 1) HF, 
где HF – глубина рельефа: 

λ F2 ( 1)ir i n H f= − . (25) 

Тогда оптическая длина пути в ЛФ на высоте r будет 
иметь вид 

2
λ

2
2 ( 1)

2
F

LF
r i n H f

L
f

− −
= −  , (26) 

причём приращение номера кольцевого пояса i связа-
но с ростом высоты r: если λ2( 1)( 1) Fr i n H f= + − , 
то i увеличивается на единицу. Следовательно, саму 
высоту можно записать в виде 

λ2( δ )( 1) Fr i i n H f= + − , (27) 

где 0 ≤ δi ≤ 1. И тогда из (26) с учётом (27) получим 

FL2 λδ ( 1) FL i n H= − − . (28) 

Далее, используя выражения (17) и (28), найдём 
оптическую длину луча, падающего нормально на 
ЛФ на высоте i-го кольцевого пояса: 

2 λ( ) ( 1) FL i f i n HΣ = + − . (29) 

Из (29) следует, что оптические длины лучей в 
пределах одного и того же кольцевого пояса одина-
ковы (не зависят от δi), т.е. в пределах каждого коль-
цевого пояса обеспечивается строгая синфазность. 
Зависимость же оптической длины лучей от номера 
кольцевого пояса линейна и, следовательно, скачки 
оптических длин лучей при переходе от одного коль-
цевого пояса к соседнему постоянны и могут оказать-
ся кратными рабочей длине волны λm: 

λ F( 1) λ
m mn H m− = . (30) 

Сопоставляя выражения (30) и (13), видим, что 
рельефная структура ЛФ, образованная равноглубо-
кими кольцевыми поясами, фактически является ки-
ноформной структурой, работающей в m-м порядке 
дифракции, т.е. гармонической киноформной струк-
турой. Полное число равноглубоких кольцевых поя-
сов в структуре такой ЛФ в первом приближении 
описывается выражением 

2
max

max 2 λ
rN
fm

= , (31) 

где rmax – радиус апертуры ЛФ. Выражение получено 
в предположении, что rmax

 << f. 
Волновой фронт, формируемый ЛФ с равноглубо-

кими кольцевыми поясами, не отличается от фронта, 
формируемого соответствующей киноформной лин-
зой, и картина дифракции в фокусе является картиной 

дифракции Фраунгофера на её апертуре. При этом, 
естественно, такой ЛФ присущи все свойства, харак-
терные для дифракционного элемента, включая спек-
тральную энергетическую зависимость и хроматизм. 

Использовать равноглубокие кольцевые пояса с 
линейными образующими в структуре ЛФ также воз-
можно, как и в киноформной линзе, но, как и в случае 
последней, дифракционная эффективность и качество 
фокусировки будут зависеть от числа кольцевых поя-
сов в структуре, которое в случае ЛФ вряд ли может 
быть большим. Наконец, как показывает строгая тео-
рия дифракции, основанная на решении системы 
уравнений Максвелла (см., например, [22, 23]), боль-
шие глубины пилообразного рельефа приводят к рез-
кой и несимметричной зависимости дифракционной 
эффективности от угла падения излучения на ЛФ. 

Заключение 
На основе единого подхода в лучевом приближе-

нии рассмотрены и сопоставлены тонкие оптические 
элементы, фокусирующие свойства которых обуслов-
лены пилообразным зонированием как минимум од-
ной из двух рабочих поверхностей элемента. При 
этом именно принципы формирования зон определя-
ют группу, к которой относится тот или иной фоку-
сирующий элемент – к киноформным линзам или 
линзам Френеля. 

Границы зон микроструктуры киноформных линз 
совпадают с соответствующими границами зон Фре-
неля, что обуславливает дифракционный механизм 
преобразования волнового фронта и формирования 
изображения. В пределах каждой зоны, благодаря со-
гласованному или коррелированному профилю пило-
образного рельефа, может быть обеспечена строгая 
таутохронность. В результате стопроцентная дифрак-
ционная эффективность и дифракционно-ограничен-
ная (т.е. идеальная в лучевом приближении) фокуси-
ровка обеспечиваются независимо от числа зон в 
микроструктуре киноформной линзы. При замене со-
гласованного или коррелированного профиля рельефа 
микроструктуры линейно-пилообразным рельефом 
снижение дифракционной эффективности и ухудше-
ние качества фокусировки наблюдаются лишь при 
малом (меньшем 100) числе зон в микроструктуре 
киноформной линзы. 

Дифракционный механизм преобразования волно-
вого фронта обуславливает значительный хроматизм 
киноформных линз, при котором оптическая сила 
линзы пропорциональна рабочей длине волны. 

У ЛФ зонами пилообразного рельефа являются 
кольцевые пояса с образующими той или иной фор-
мы. При этом все ЛФ разделяются на элементы с рав-
ноширокими и равноглубокими поясами. В случае 
равношироких поясов с криволинейными образую-
щими, благодаря выполнению условия таутохронно-
сти в пределах каждого кольцевого пояса, вторичные 
сферические волны суммируются по амплитуде, а 
вклады поясов в целом суммируются по интенсивно-
сти. Как следствие, картина дифракции в фокальной 
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плоскости ЛФ отличается от картины дифракции 
Фраунгофера на апертуре идеально фокусирующей 
рефракционной или киноформной линзы и главный 
негативный эффект от зонирования заключается в па-
дении контраста в изображении, усугубляемом к тому 
же светорассеянием на обратных (нерабочих) скатах 
кольцевых поясов. 

Замена криволинейных образующих прямолиней-
ными (в результате чего меридиональные сечения 
кольцевых поясов превращаются в сечения усечён-
ных призм) приводит к существенной потере разре-
шения, которое в пределе ограничивается дифракци-
ей на апертуре кольцевого пояса. 

Хроматизм ЛФ с равноширокими поясами, неза-
висимо от формы образующих её поясов, не будет 
отличаться от хроматизма рефракционной линзы, вы-
полненной из того же оптического материала и 
имеющей равную оптическую силу. 

ЛФ с равноглубокими кольцевыми поясами фак-
тически является дифракционной линзой с кино-
формной структурой, работающей в m-м порядке ди-
фракции, т.е. гармонической киноформной структу-
рой. Волновой фронт, формируемый такой ЛФ, не 
отличается от фронта, формируемого соответствую-
щей киноформной линзой, и картина дифракции в 
фокусе является картиной дифракции Фраунгофера 
на её апертуре. При этом, естественно, такой ЛФ при-
сущи все свойства, характерные для дифракционного 
элемента, включая спектральную энергетическую за-
висимость и хроматизм. Кроме того, как показывает 
строгая теория дифракции, основанная на решении 
системы уравнений Максвелла, большие глубины 
рельефа приводят к резкой и несимметричной зави-
симости дифракционной эффективности от угла па-
дения излучения на ЛФ. 
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Based on a unified approach in the ray approximation, the focusing properties of Fresnel lenses 
and kinoform lenses are considered and compared. Particular attention is paid to the energy effi-
ciency, chromatic focal shift and resolving power of these elements. It is shown that the Fresnel lens 
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ПРИ ОСЕВОМ РАСПОЛОЖЕНИИ ТОЧЕЧНОГО ОБЪЕКТА 
C.Н. Корешев1, Д.С. Смородинов1, О.В. Никаноров1, М.А. Фролова1 
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Аннотация 
Дана количественная оценка глубины резкости оптических систем. Приведены результа-

ты расчёта распределения комплексной амплитуды и интенсивности в трёхмерной фигуре 
рассеяния, формируемой оптической системой при осевом расположении точечного объек-
та. Работа выполнена в интересах разработки оптических систем с увеличенной глубиной 
резкости применительно к синтезированной голограмме точечного объекта, расположенно-
го на перпендикуляре, восстановленном из центра голограммы. 

Ключевые слова: глубина резкости, трёхмерная фигура рассеяния, разность хода, раз-
ность фаз, векторная сумма, синтез голограмм. 
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Введение 
Глубина резко изображаемого пространства явля-

ется одной из важнейших характеристик оптических 
систем, поскольку отражает допустимую величину 
сдвига вдоль оптической оси относительно плоскости 
фокусировки, при которой изображение все еще 
можно считать достаточно резким [1]. 

В настоящее время существует несколько подхо-
дов к количественной оценке глубины резкости оп-
тической системы. Так, например, в традиционной 
оптике под глубиной резкости принято понимать 
такое смещение плоскости наблюдения изображе-
ния, при котором изображение точечного объекта, 
представляемое в виде геометрической точки, раз-
мывается в круг, диаметр которого равен диаметру 
центрального кружка картины дифракции Эйри. 
Выражение, позволяющее определить глубину рез-
кости оптической системы в соответствии с этим 
критерием [2], имеет вид:  

2( /2 )b n A= ± λ , (1) 

где А ‒ числовая апертура оптической системы; λ ‒ 
длина волны используемого излучения; n ‒ показа-
тель преломления среды (в случае воздуха n = 1). 

В соответствии с выражением (1) изображение то-
чечного объекта считается достаточно резким до тех 
пор, пока его диаметр не превысит диаметр первого 
минимума в картине функции рассеяния точки при 
отсутствии аберраций, то есть пока центральный мак-
симум не сливается с первым кольцом [2, 3]. 

Однако очевидно, что далеко не вся энергия, про-
шедшая через оптическую систему, распределяется 
исключительно внутри области, ограниченной вели-
чинами, рассчитанными на основании выражения (1). 
Так, в работе [4] приведена другая формула, полу-
ченная на основании интерференционной теории 
формирования изображений: 

22 /b n A<< λ . (2) 

Она не позволяет рассчитать глубину резкости, а 
лишь ограничивает сверху ее максимальное значение. 
Нетрудно заметить, что предельный диапазон сдвига 
относительно фокусного расстояния в этом случае 
отличается от величины, полученной в соответствии с 
выражением (1). В то же время, как следует из обеих 
формул, если считать длину волны неизменной, то на 
величину глубины резкости оказывает влияние фак-
тически только один параметр – числовая апертура 
оптической системы. 

Это является серьёзной проблемой при разра-
ботке оптических систем с максимально возможной 
глубиной резкости. В частности, при разработке 
оптических проекционных систем, предназначен-
ных для работы при больших числовых апертурах в 
коротковолновых областях спектра. К таким систе-
мам, например, относятся фотолитографические 
проекционные объективы. Свойственные им малые 
глубины резко отображаемого пространства обу-
славливают необходимость обеспечения высокой 
точности позиционирования полупроводниковой 
пластины, на поверхности которой формируется 
изображение, что приводит к значительному ус-
ложнению и удорожанию фотолитографических 
проекционных установок.  

В настоящее время известны различные методы, 
позволяющие увеличить глубину резкости. В некото-
рых из них предлагается использование дополнитель-
ных фазовых масок [5], модификаций оптических ус-
тановок [6], особой цифровой обработки изображений 
на стадии их регистрации [7]. Однако эти методы сла-
бо подходят для применения в фотолитографии – об-
работка изображений после регистрации в данном слу-
чае, очевидно, невозможна, а модификация проекци-
онного оборудования дополнительно усложнит конст-
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рукцию и без того сложных фотолитографических объ-
ективов. 

Метод, позволяющий обойти ограничения тради-
ционных оптических систем, предложен в работе [8]. 
Он основан на замене традиционного проекционного 
объектива на синтезированную голограмму-проектор, 
формирующую требуемое изображение на поверхно-
сти полупроводниковой пластины. Причем синтез 
этой голограммы осуществляется в виртуальном про-
странстве, что позволяет использовать дополнитель-
ные корректировки формы представления объекта, 
недоступные для реализации в действительном физи-
ческом пространстве, например, в силу конструктив-
ных ограничений установки для записи голограмм. 
Синтезированная таким образом голограмма при ее 
восстановлении формирует не одно, а сразу несколь-
ко параллельно расположенных на некотором задан-
ном расстоянии друг от друга одинаковых изображе-
ний фотошаблона. Использование метода позволяет 
существенно увеличить глубину резкости изображе-
ния, проецируемого на поверхность полупроводнико-
вой пластины. Синтез необходимой для его реализа-
ции голограммы требует применения такой объект-
ной волны, которая фактически представляла бы со-
бой суперпозицию нескольких объектных волн, фор-
мируемых одним и тем же заданным фотошаблоном 
при нескольких расстояниях между объектом и плос-
костью синтеза голограммы, различающихся между 
собой на некоторую заданную величину сдвига Δ, не 
превышающую глубину резкости голограммы. При 
этом оптимизация величины сдвига, оказывающей 
существенное влияние на глубину резкости голо-
граммы, невозможна без знания распределений ком-
плексной амплитуды и интенсивности в трёхмерной 
фигуре рассеяния, формируемой оптической систе-
мой, роль которой в данном случае выполняет голо-
грамма-проектор.  

1. Расчёт распределения фазы и интенсивности 
в фигуре рассеяния, соответствующей  
изображению точки на оптической оси 

Прямой расчет распределения фазы и интенсив-
ности в трёхмерной фигуре рассеяния, соответст-
вующей изображению точечного объекта, требует 
точного решения задачи дифракции [9]. Получен-
ные таким образом результаты точны, но чрезвы-
чайно сложны для восприятия и не удобны для 
анализа. Вместе с тем применение принципа Гюй-
генса – Френеля в сочетании с графическим мето-
дом сложения колебаний [10] позволяет получить 
значительно более удобные для последующего ана-
лиза результаты. Покажем это на примере изобра-
жения точечного объекта, формируемого голо-
граммой-проектором и располагаемого на перпен-
дикуляре, восстановленном из центра голограммы. 
Отметим, что для традиционной оптической систе-
мы этот случай соответствует изображению точеч-
ного объекта, располагаемому на оптической оси 

системы. Для простоты анализа ограничимся слу-
чаем одномерной голограммы.  

Итак, пусть поверхность голограммы совпадает с 
осью X (рис. 1), где точка O является центром голо-
граммы, а точкой F обозначено положение восста-
новленного с ее помощью изображения точечного 
объекта в плоскости наилучшей установки.  

В этом случае в точке F интенсивность света в фи-
гуре рассеяния будет максимальной, а величину 
сдвига фазы для этой точки можно принять равной 0. 
Определим для начала величины сдвига фазы и ин-
тенсивность в точке K, сдвинутой вдоль оптической 
оси относительно F на величину Δ. 

 
Рис. 1. Восстановление изображения точечного источника 
при сдвиге относительно плоскости наилучшей установки 

Общая интенсивность света в точке K будет скла-
дываться как сумма комплексных амплитуд, прихо-
дящих от всех точек голограммы, возведённая по мо-
дулю в квадрат. Для расчётов выберем некоторую 
точку X, лежащую на плоскости голограммы. По-
скольку мы условились считать суммарную фазу в 
точке F нулевой, то величина фазы во всех точках, 
лежащих на окружности с центром в точке X, будет 
одинакова. Соответственно, набег фазы в точке K 
относительно F будет зависеть от разности хода меж-
ду лучами XK и XF', иначе говоря [10]: 

( ) ( )2 2 2l XK XF' XK XFπ π π
φ = ⋅δ = ⋅ − = ⋅ −

λ λ λ
,  (3) 

где λ – рабочая длина волны; δl – разность хода меж-
ду лучами. В случае осевого луча она равна величине 
сдвига Δ, то есть расстоянию FK. Для других случаев 
величина разности хода будет определяться следую-
щим образом: 

2 2 2 2

2 2 2 2 2

( )

2 .

l XK XF

OX OF OX OF

OX OF OF OX OF

δ = − =

= + + Δ − + =

= + + Δ + ⋅ ⋅Δ − +

 (4) 

Это выражение также может быть дополнено для 
общего случая, когда точка K не лежит на оптической 
оси. В этом случае добавляется параметр KK' – вели-
чина вертикального сдвига, направленного перпенди-
кулярно оптической оси. Тогда разность хода будет 
считаться, как: 

2 2 2 2( ) ( ) .

l' XK' XF'' XK' XF

OX KK' OF OX OF

δ = − = − =

= − + + Δ − +
 (5) 

Раскладывая выражение (4) в ряд Маклорена для 
квадратного корня [11], получаем:  
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После раскрытия скобок и упрощения выражение 
(6) можно привести к следующему виду: 

3

3

2

3

1
42

.
1

22

OFOF
l OF

OX
OFOF

⎧ ⎫Δ Δ⎛ ⎞+ +⎪ ⎪⎜ ⎟
⎪ ⎝ ⎠ ⎪δ = Δ − ⎨ ⎬

⋅Δ Δ⎛ ⎞⎪ ⎪+ +⎜ ⎟⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭

 (7) 

При незначительных по сравнению с фокусным 
расстоянием системы величинах сдвига Δ значения 
сумм в круглых скобках приближаются к 1, что по-
зволяет ещё более упростить выражение:  

2 3

2 2

2 2

2 2

2 2

1 .
2 2

OXl
OF OF

OX
OF OF

⎛ ⎞Δ Δ
δ = Δ − ⋅ + =⎜ ⎟⋅⎝ ⎠

⎛ ⎞Δ
= Δ − −⎜ ⎟⋅ ⋅⎝ ⎠

 (8) 

Подставив (8) в (3), получим: 
2 2

2 2

2

2

2 1
2 2

2 1 .
2

OX
OF OF

OX
OF

⎛ ⎞π Δ
φ = Δ − − ≈⎜ ⎟λ ⋅ ⋅⎝ ⎠

⎛ ⎞π
≈ Δ −⎜ ⎟λ ⋅⎝ ⎠

 (9) 

Если же мы хотим посчитать изменение длины 
пути и, соответственно, сдвиг фаз не относительно 
точки F, а с учётом разности хода для осевого луча, 
то из (8) нужно вычесть величину сдвига Δ: 

2 3

2 2

2

2

( ) ( )

2 2

,
2

l'' XK ОК XF OF

OXXK XF
OF OF

OX
OF

δ = − − − =

⎛ ⎞Δ Δ
= − − Δ = − ⋅ + ≈⎜ ⎟⋅⎝ ⎠
Δ

≈ ⋅

  (10) 

2

2

2
2

OX''
OF

π Δ
φ = − ⋅ ⋅

λ
.  (11) 

В случае, если сдвиг фаз φ'' принять равным 2π, то из 
выражения (11) можно вывести следующее равенство: 

2

2 2 2 2

2 2 2
/

OF
OX OX OF A
λ ⋅ λ λ

Δ = = ≈ ,  (12) 

где A – числовая апертура. Выражение (12) совпадает 
с формулой (2) для ограничения глубины резкости. 

Как уже было сказано выше, результирующая 
комплексная амплитуда в точке будет равна сумме 
дошедших до неё комплексных амплитуд от всех 
точек голограммы. Поскольку в нашем случае речь 
идёт о синтезированных голограммах, имеющих 
дискретную структуру [12, 13], то количество этих 
точек конечно, а каждая из них фактически пред-
ставляет собой отдельный точечный источник. 
Удобнее всего комплексную амплитуду от точеч-
ного источника рассматривать в виде вектора, дли-
на которого соответствует амплитуде, а направле-
ние – фазе (рис. 2а) [14].  

Тогда суммарная комплексная амплитуда в неко-
торой точке будет представлять собой векторную 
сумму амплитуд от разных источников (рис. 2б). 

а)    б)  
Рис. 2. Представление комплексной амплитуды в виде 

вектора: единичный вектор (а); суммирование 
комплексных амплитуд (б) 

Далее остаётся найти распределение комплексной 
амплитуды восстановленной волны в каждой из точек 
от O до X. Отметим, что значения комплексной ам-
плитуды симметричны относительно начала коорди-
нат. Сделаем это в обратном ходе лучей, т.е. рассмат-
ривая процесс записи голограммы. Поскольку точеч-
ный источник распространяет свет во всех направле-
ниях равномерно, исходящее от него излучение мож-
но изобразить в виде сферы, центр которой совпадает 
по положению с рассматриваемым точечным источ-
ником. Тогда естественно предположить, что в еди-
ницу времени через поверхность сферы будет прохо-
дить одинаковое количество энергии.  

Распространяющийся от точечного источника свет 
достигает плоскости регистрации голограммной 
структуры. Отношение между комплексными ампли-
тудами в двух разных точках поверхности голограм-
мы в рассматриваемом случае будет равно отноше-
нию площадей сфер Sh и Sl, на которых они располо-
жены (рис. 3). 

 
Рис. 3. Распределение комплексной амплитуды 

по плоскости от точечного источника 
Отсюда следует, что в нашем случае, если ком-

плексную амплитуду в точке О принять равной еди-
ничной величине Eo, то амплитуда в точке X (рис. 1) 
будет равна: 
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  (13) 

Таким образом, при помощи выражений (9) и (13) 
с использованием векторной суммы можно рассчи-
тать значение комплексной амплитуды в любой точке 
на перпендикуляре, восстановленном из центра голо-
граммы, а, возведя его в квадрат, получим значение 
интенсивности в выбранной точке. 

Вычислить суммарную комплексную амплитуду в 
точке K можно через суммы проекций на координат-
ные оси всех составляющих вектора суммарной ком-
плексной амплитуды (рис. 2б). Если комплексную 
амплитуду от одной точки считать как Ex, то её про-
екция на ось абсцисс будет считаться как косинус 
угла наклона вектора, равного сдвигу фазы, на ось 
ординат – как синус. В общем обе составляющие бу-
дут складываться из всех значений амплитуды и фа-
зы, пришедших от каждой из точек, лежащих на 
плоскости от O до X: 

2 2

cos 2 2 2
0

2cos 1
2

x X

x

x OFE
OF x OF

=

=

⎛ ⎞⎛ ⎞π
= Δ − ⋅⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟λ ⋅ +⎝ ⎠⎝ ⎠
∑ ,  (14) 

2 2

sin 2 2 2
0

2sin 1
2

x X

x

x OFE
OF x OF

=

=

⎛ ⎞⎛ ⎞π
= Δ − ⋅⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟λ ⋅ +⎝ ⎠⎝ ⎠
∑ .  (15) 

Итоговое значение интенсивности в этом случае 
будет равно: 

2 2
sin cosI E E= + .  (16) 

Количество отсчётов на участке OX, которое не-
обходимо взять для получения суммарного распреде-
ления интенсивности с достаточной точностью, в це-
лом зависит от типа оптической системы. Нетрудно 
заметить, что в случае, если фокусное расстояние OF 
значительно превышает радиус выходного зрачка OX, 
значение выражения x 

2
 / 2·OF 2 приближается к 0, а 

выражения OF 2 / (x 
2

 + OF 2) – наоборот, стремится к 1. 
К примеру, уже в случае OF = 4x, первое выражение 
приобретает значение 0,03125; а второе – 0,94. Сле-
довательно, в таких случаях большее влияние на 
суммарное значение будет оказывать величина сдвига 
Δ. В то же время, если OF ≈ OX, указанные выраже-
ния влияют сильнее. Кроме того, распределение ком-
плексной амплитуды на плоскости голограммы, в 
целом, не во всех случаях будет соответствовать вы-
ражению (13). Например, если падающая объектная 
волна является плоской, то распределение уже не 
будет определяться отношением площадей сфер. 

В нашем случае выбор количества отчётов опре-
делялся результатами работы [12], в соответствии с 
которыми для успешной голографической регистра-
ции период дискретизации голограммы должен быть 
как минимум в 4 раза меньше характеристического 
размера объекта. То есть если размер голографируе-
мой точки at принять равным 80×80 нм, то размер 
одного пикселя на плоскости регистрации её голо-

граммы должен быть не более 20×20 нм. Таким обра-
зом, отсчёты вдоль OX брались каждые 20 нм. 

Следует особенно отметить относительную про-
стоту полученных формул, позволяющих определить 
относительную интенсивность в любой точке на ос-
новании значений положения исследуемой точки от-
носительно фокуса (значения Δ, Δ' – для случая, когда 
точка расположена вне оси), по сравнению с извест-
ными выражениями, основанными на вычислении 
функций Ломмеля [9]: 

2
2 2

1 2 0
2( , ) ( , ) ( , )I u v U u v U u v I
u

⎛ ⎞ ⎡ ⎤= +⎜ ⎟ ⎣ ⎦⎝ ⎠
,  (17) 

где I0 – интенсивность в точке фокуса; U1(u,v) и 
U2(u, v) – функции Ломмеля: 
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=
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∑ .  (18) 

Здесь u и v – особые параметры, определяющие 
положение точки и зависящие от её непосредствен-
ных координат x, y, z следующим образом: 

2
2 au z

f
⎛ ⎞π

= ⎜ ⎟λ ⎝ ⎠
; 2 22 av x y

f
⎛ ⎞π

= +⎜ ⎟λ ⎝ ⎠
,  (19) 

где f – фокусное расстояние; a – радиус выходного 
отверстия оптической системы. Координаты при этом 
установлены таким образом, что в точке фокуса 
x = y = z = u = v = 0. Более подробно вывод формул 
можно узнать в работе [9], в настоящей работе мы на 
нём останавливаться не будем. 

2. Оценка зависимости относительной 
интенсивности и фазы в изображении точки 

от смещения относительно плоскости наилучшей 
установки 

На основании (14), (15) и (16) можно построить 
график зависимости интенсивности от координаты Z 
(расстояния от плоскости голограммы) на перпенди-
куляре, восстановленном из центра голограммы.  

Все расчёты, выполненные по изложенной выше ме-
тодике, проводились для условий и параметров синтеза 
голограмм, приведённых в работе [8]. Сама голограмма 
считалась внеосевой, полученной при использовании 
плоской опорной волны, падающей на плоскость синте-
за голограммы под углом α, равном 14,7°. Объектная 
волна при этом считалась падающей по нормали на 
плоскость объекта, расположенную параллельно плос-
кости синтеза голограммы. Рабочая длина волны λ была 
выбрана равной 13,5 нм; расстояние между плоскостью 
объекта и плоскостью регистрации голограмм Rh – 
20345 нм. Расстояние от плоскости голограммы до 
плоскости наилучшей установки F также равно 
20345 нм, плоскость регистрации изображений будем 
постепенно смещать относительно неё в обе стороны. 
Размер точки-объекта (минимального элемента струк-
туры объекта, состоящего из нескольких точек) at при-
нят равным 80×80 нм, размер апертуры синтезируемых 
голограмм при таких условиях составляет 
440×440 пикселей при размере каждого 20×20 нм. При 
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таких параметрах расстояние от O до X состоит из 220 
точек, так как ось Z проходит через центр голограммы 
перпендикулярно её плоскости. 

На рис. 4 приведён график зависимости интенсив-
ности на оси пятна рассеивания, представляющего 
собой трехмерное восстановленное изображение то-
чечного объекта, от координаты Z, при этом макси-
мальное значение интенсивности в точке F принято 
за 1, а в остальных точках интенсивность оценивается 
в долях от максимума. 

На графике чётко виден центральный максимум 
вблизи точки фокуса и несколько побочных, значитель-
но менее выраженных на общем фоне. При этом даже 
на достаточно большом расстоянии от плоскости наи-
лучшей установки интенсивность всё равно превышает 
нулевое значение, что, вероятно, связано с наличием 
осевого луча, следующего точно вдоль оси Z. 

 
Рис. 4. Зависимость интенсивности в осевых точках 

от координаты 
При описанных выше условиях числовая апертура 

излучения A, дифрагировавшего на точечном объекте, 
может быть описана с помощью следующего выра-
жения: 

sin
t

A n
a
λ

= θ = ,  (20) 

где n – показатель преломления среды, равный для 
воздуха 1; λ – рабочая длина волны; at – размер точ-
ки-объекта. 

Зная указанные выше условия синтеза голограм-
мы и учитывая выражение (20), можно оценить тео-
ретические пределы глубины резкости изображения. 
Согласно требованиям, традиционным для оптики 
(1), при установленных условиях синтеза она будет 
равна b1 = ± 237 нм, а в соответствии с интерференци-
онной теорией формирования изображений (2) в це-
лом глубина резкости не должна превышать величи-
ны b2 = ± 948 нм. При положении плоскости наилуч-
шей установки на расстоянии 20345 нм от плоскости 
голограммы, диапазон возможных смещений плоско-
сти регистрации изображения в пределах, соответст-
вующих величине b1 , равен [20108, 20582], что при-
мерно соответствует участку графика, на котором 
интенсивность превышает величину, равную полови-
не от максимума. Диапазон смещений с учётом толь-
ко величины b2 более широк: [19397, 21293], он 
включает не только центральный максимум, но и два 
побочных, лежащих по обе стороны от него. 

Воспользовавшись выражением (5), а также фор-
мулами (14) и (15), можно построить изображения 

поперечного сечения пятна рассеяния в зависимости 
от положения плоскости регистрации. На рис. 5 пред-
ставлены графики, демонстрирующие распределение 
интенсивности в восстановленном изображении точ-
ки при различных положениях плоскости регистра-
ции – от плоскости наилучшей установки до предель-
ного сдвига в соответствии с (2). В целях упрощения 
картины приведена только половина от распределе-
ния интенсивность, так как общая картина симмет-
рична относительно оси Z. 

Из приведённых графиков видно, что если плос-
кость регистрации располагается точно в плоскости 
наилучшей установки F (график 1 на рис. 5), то карти-
на распределения интенсивности в изображении соот-
ветствует дифракционной картине точки [15]. Если 
сдвиг плоскости регистрации относительно F не пре-
вышает величины глубины резкости b1 (график 2), ус-
тановленной согласно требованиям традиционной оп-
тики, то интенсивность центрального максимума не-
сколько снижается, но первый минимум и кольца ещё 
достаточно различимы. При сдвиге, равном b1 (гра-
фик 3), центральный максимум фактически сливается с 
первым побочным. При дальнейшем увеличении сдви-
га (графики 4 – 6) чёткое изображение точки посте-
пенно разрушается – на больших расстояниях опреде-
лить максимумы в целом уже невозможно. 

 
Рис. 5. Распределение интенсивности в восстановленном 
изображении точки при различных положениях плоскости 
регистрации: 1 – в фокусной плоскости; 2 – при величине 

сдвига Δ = 118 нм; 3: Δ = 237 нм; 4: Δ = 300 нм; 
5: Δ = 474 нм; 6: Δ = 948 нм 

Таким образом, наибольшая часть световой энер-
гии в восстановленном изображении точки оказывает-
ся локализованной в объекте, имеющем сигарообраз-
ную форму, что соответствует выводам, представлен-
ным в работах [4, 9]. Его длина, при приведённых вы-
ше параметрах синтеза и восстановления голограммы, 
составляет порядка 1000 нм, толщина – около 120 нм. 

При помощи формул (14 – 16) можно определить 
не только зависимость относительной интенсивности 
от смещения относительно точки фокуса, но и изме-
нение суммарного набега фазы по мере смещения. 
Как уже упоминалось выше, при использовании век-
торного представления длина вектора оказывается 
величиной интенсивности, а угол его наклона – фазой 
(рис. 2а). Тогда фазу можно вычислить на основании 
следующего выражения: 
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cos

2 2
sin cos

arccos
E

E E

⎛ ⎞
⎜ ⎟Δφ =
⎜ ⎟+⎝ ⎠

. (21) 

На рис. 6 представлен график, изображающий за-
висимость суммарного сдвига определённой с точно-
стью до 2π фазы от смещения плоскости регистрации 
вдоль оси при указанных выше параметрах синтеза и 
восстановления голограммы, рассчитанную в соот-
ветствии с (21). Значения фазы представлены на уча-
стке от 0 до 2π, то есть за вычетом величины 2πn, где 
n = 1, 2... 

Хорошо заметна периодичность, при этом период 
сдвига равен рабочей длине волны. 

Однако также видно, что если при положении 
плоскости регистрации в фокусе суммарный сдвиг 
фазы считается нулевым, то по мере смещения он 
далеко не во всех случаях снова достигает 0. Это свя-
зано с дискретностью, поскольку сдвиг плоскости 
регистрации всегда производился на строго установ-
ленную величину и не во всех случаях совпадает с 
реальным смещением, которое требуется для «обну-
ления» фазы. Из приведенного рисунка можно сде-
лать вывод о том, что распределение фазы вдоль пят-
на рассеяния полностью определяется фазой, отсчи-
тываемой вдоль главного луча восстановленного пуч-
ка лучей. При этом отстоящие от центра участки 
апертуры голограммы (оптической системы) при 
сдвиге относительно плоскости наилучшей установки 
в пределах центрального максимума практически не 
оказывают никакого влияния на распределение фазы 
вдоль оси пятна рассеяния. 

 
Рис. 6. Зависимость суммарного сдвига фазы в осевых 

точках от координаты 

Заключение 
Таким образом, в ходе проведённого исследования 

был установлен характер изменения комплексной 
амплитуды, фазы и интенсивности в зависимости от 
величины сдвига относительно плоскости наилучшей 
установки и оптической оси. Полученные в результа-
те расчётов выражения значительно проще аналогов, 
установленных путём решения задачи дифракции. 
Приведены результаты численных исследований ус-
тановленных теоретических положений. 
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DISTRIBUTION OF THE COMPLEX AMPLITUDE AND INTENSITY IN A 3D SCATTERING PATTERN 
FORMED BY THE OPTICAL SYSTEM FOR AN ON-AXIS POINT OBJECT 

S.N. Koreshev1, D.S. Smorodinov1, O.V. Nikanorov1, M.A. Frolova1 

1 St. Petersburg National Research University of Information Technologies, Mechanics and Optics, St .Petesrburg, Russia 

Abstract 
A quantitative evaluation of the depth of field of optical systems is given. Results of the calcu-

lation of the distribution of the complex amplitude and intensity in a three-dimensional scattering 
pattern formed by the optical system for an on-axis point object are presented. The work was car-
ried out as part of developing optical systems with an extended depth of field for a synthesized 
hologram of a point object located on a perpendicular constructed to the hologram center. 

Keywords: depth of field, 3D scattering pattern, path difference, phase difference, vector sum, 
synthesis of holograms. 
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ВРАЩЕНИЕ ДВУХЛЕПЕСТКОВОГО ЛАЗЕРНОГО ПУЧКА  
В БЛИЖНЕМ ПОЛЕ ВИХРЕВОГО МИКРОАКСИКОНА 

С.С. Стафеев 1,2, Л. О'Фаолейн3, М.В. Котляр 2 
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2 Самарский национальный исследовательский университет имени академика С.П. Королева, Самара, Россия, 
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Аннотация 
С помощью вихревого микроаксикона с топологическим зарядом 2 и числовой апертурой 

около 0,6, изготовленного по технологии электронной литографии для длины волны 532 нм, 
продемонстрировано формирование в ближней зоне (несколько микронов от поверхности 
микроаксикона) вращающегося двухлепесткового лазерного пучка, расчётная скорость вра-
щения которого линейно зависит от расстояния и равна 55 °/мкм (теоретическая скорость 
53 °/мкм) и экспериментальная скорость вращения только на некотором участке от 1,5 мкм до 
3 мкм была линейной и совпадала с расчётной. На начальном участке от 0 до 1,5 мкм скорость 
была около 66 °/мкм, а на конечном участке трассы от 3 мкм до 4,5 мкм – 34 °/мкм. Достигну-
тая скорость вращения двухлепесткового пучка больше, чем скорости вращения других из-
вестных аналогичных вращающихся двухлепестковых лазерных пучков. 

Ключевые слова: бинарная оптика, ближнепольная микроскопия, оптический вихрь, 
вращающиеся пучки. 
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Введение 
Вращающиеся световые поля, у которых при рас-

пространении в свободном пространстве вращается во-
круг оптической оси распределение интенсивности в 
поперечном сечении, нашли применение в микроскопии 
при измерении локализации и ориентации отдельных 
молекул [1], при зондировании атмосферы и в беспро-
водных системах связи [2], в передаче информации под 
водой [3], а также в датчиках магнитного поля [4]. 

Впервые вращающиеся оптические вихри – коге-
рентные световые поля с сингулярной фазой, которые 
вращаются при распространении в свободном про-
странстве, рассмотрены в [5]. В [5] было получено 
условие для номеров линейной комбинации мод Ла-
герра – Гаусса (ЛГ), интенсивность которой как целое 
вращается при распространении. В [6] с помощью 
цифровой голограммы был сформирован вращаю-
щийся вихревой пучок, состоящий из суммы двух 
мод ЛГ с номерами (0, 0) и (4, 2) и имеющий распре-
деление интенсивности в виде двух лепестков. В [6] 
экспериментально измерена угловая скорость враще-
ния двухлепесткого пучка (ДЛП), которая оказалась 
непостоянной и на линейном участке была равна 
0,008 °/мкм. В [7] c помощью фазового дифракцион-
ного элемента были сформированы вращающиеся ла-
зерные пучки, состоящие из двух мод Бесселя с топо-
логическими зарядами –1 и –3. Скорость вращения 
ДЛП составила 0,006 °/мкм. В [7] скорость вращения 
ДЛП, в отличие от [6], была постоянная. В [8] c по-
мощью ДЛП точно (ошибка 1,6 %) измерена глубина 
резкости изображения. В [9] предложено с помощью 
пространственного модулятора света формировать 
функцию рассеяния точки в виде двух лепестков, ко-
торые вращаются вокруг оптической оси при распро-
странении в пространстве. С помощью оптимизаци-
онной процедуры был рассчитан фазовый элемент, 

эффективность которого при формировании ДЛП бы-
ла равна 57 %, хотя в эксперименте была достигнута 
эффективность только 37 %. Сформированный ДЛП 
состоял из линейной комбинации многих мод ЛГ и 
формировался сферической линзой с числовой апер-
турой NA = 0,71. При этом скорость вращения ДЛП 
вблизи фокуса в диапазоне от –1,5 мкм до 1,5 мкм со-
ставляла 50 °/мкм. В [10] ДЛП, состоящий из двух 
пучков Бесселя, был сформирован с помощью жид-
кокристаллического модулятора. Скорость вращения 
была постоянная и равна 0,003 °/мкм. В [11] предла-
гается методика формирования пучков, интенсив-
ность которых вращается вокруг оптической оси с 
ускорением. В частности, с помощью модулятора 
сформирован ДЛП, состоящий из двух мод Бесселя с 
номерами 1 и 3, вращающийся со средней скоростью 
0,0005 °/мкм. В [12] теоретически исследуются ДЛП с 
неоднородной поляризацией. В [13] c помощью мно-
гомодового оптического волокна сформированы ДЛП 
с различным состоянием поляризации. В [14, 15] с 
помощью жидкокристаллического модулятора света 
сформированы ДЛП, состоящие из нескольких мод 
ЛГ. Скорость вращения ДЛП нелинейная, но на ли-
нейном участке длиной около 10 мм она была равна 
0,15 °/мкм. В этой работе исследуется, как аберрации 
фокусирующей линзы влияют на вращение ДЛП. В 
[16] исследуется вращение однолепесткового поля 
вблизи вихревого аксикона. 

В работах [1 – 4] ДЛП применяются для решения 
конкретных практически важных задач. Так, в [1] 
предложена схема флуоресцентного микроскопа 
(глубина фокуса 2 мкм) с поперечным и продольным 
разрешением 250 нм и 500 нм соответственно и 
функцией рассеяния точки в виде двух вращающихся 
лепестков (скорость вращения около 50 °/мкм). Пред-
ложенная схема позволила определить положение и 



Вращение двухлепесткового лазерного пучка в ближнем поле вихревого микроаксикона Стафеев С.С., О'Фаолейн Л., Котляр М.В. 

386 Компьютерная оптика, 2018, том 42, №3 

ориентацию отдельной молекулы с точностью 34 нм. 
В [2] показано относительно стабильное распростра-
нение ДЛП (длина волны 809 нм) на расстоянии 
1,6 км в Ерлангене (Германия). Параметр Фрида тур-
булентности атмосферы был равен 20 мм. В [3] ис-
следуется распространение оптического вихря (длина 
волны 450 нм) с несколькими лепестками в канале с 
турбулентной водой (коэффициент затухания cz = 13). 
Коэффициент коррреляции пучка на выходе r = 0,98. 
В [4] вращающийся ДЛП пропускали через магнито-
оптический кристалл Bi4Ge3O12, сам кристалл поме-
щали в магнитное поле, которое приводило к измене-
нию угла поворота ДЛП. Чувствительность этого ме-
тода определения магнитного поля равна 28 °/тесла. 

Почти во всех перечисленных выше статьях ДЛП 
формируются с помощью пространственных модуля-
торов света. Но если не требуется изменять парамет-
ры пучка, то для формирования ДЛП более эффек-
тивно использовать дифракционный оптический мик-
роэлемент. В данной работе с помощью простого 
спирального микроаксикона с топологическим заря-
дом m = 2 и числовой апертурой NA = 0,60 сформиро-
ван ДЛП (длина волны 532 нм), интенсивность кото-
рого вращается в ближней зоне на расстоянии от 
1 мкм до 4 мкм со скоростью 55 °/мкм. Это скорость 
вращения ДЛП больше, чем во всех приведённых 
выше работах. 

Теоретические основания 
В [17] показано, что вращающиеся лазерные пуч-

ки можно сформировать с помощью любого извест-
ного в оптике вихревого модового базиса (моды Ла-
герра – Гаусса, Бесселя, гипергеометрические моды, 
моды Бесселя – Гаусса и т.д.). Лазерный пучок будет 
вращаться, если он состоит из линейной комбинации 
специально подобранных мод. Причём скорость вра-
щения для разных мод будет разная. Для вращающе-
гося пучка, состоящего из линейной комбинации мод 
ЛГ, скорость вращения равна [17]: 

( )0arctg /B z zϕ = − , (1) 
где 

2( ') '
const

'
n n m m

B
m m

− + −
= =

−
, (2) 

ϕ – полярный угол в поперечной плоскости пучка, z – 
продольная координата, направленная вдоль оптиче-
ской оси, z0 = kw2/2 – длина Рэлея, k – волновое число 
света, w – радиус перетяжки Гауссова пучка, (n, m) – 
номера моды ЛГ, которые определяют порядок мно-
гочлена Лагерра | | ( )m

nL x . В линейную комбинацию 
могут входить моды ЛГ, у которых номера (n, m) 
удовлетворяют условию (2). Из (1) видно, что на рас-
стоянии z=z0 пучок повернется на угол Bπ/4, и при 
больших z пучок повернется на Bπ/2. Кроме того, из 
(1) видно, что скорость вращения пучка не равномер-
ная, а уменьшается с ростом z. 

Аналогично можно сформировать параксиаль-
ный вращающийся световой пучок, состоящий из 

мод Бесселя. Комплексная амплитуда такого пучка 
будет равна: 

( )2

,

( , , )

( ) exp / 2nm m n n
n m

E r z

C J k z ik z im

ϕ =

= α − α + ϕ∑ , (3) 

где Сnm – произвольные комплексные коэффициенты, 
Jm (x) – функция Бесселя m-го порядка, αn – коэффи-
циент, определяющий масштаб функции Бесселя. 
Скорость вращения пучка с комплексной амплитудой 
(3) линейно зависит от z и равна: 

1 / 2kB zϕ = , (4) 

где 
2 2

'
1 const .

'
n nB

m m
α −α

= =
−

 (5) 

Из сравнения (2) и (5) видно, что изменять ско-
рость вращения пучка, состоящего из линейной ком-
бинации мод ЛГ, можно дискретным способом, изме-
няя номера мод (n, m). Если вращающийся пучок со-
стоит из суперпозиции мод Бесселя (3), то скорость 
вращения (4) можно менять непрерывно, изменяя 
масштабный коэффициент αn. Другое преимущество 
мод Бесселя в том, что угол поворота пучка линейно 
зависит от пройденного расстояния z. Поэтому изме-
рительное устройство на основе мод Бесселя легче 
калибровать.  

В [1] предложена схема определения продольных 
координат объекта с разрешением большим, чем ди-
фракционный предел, с помощью изображающей оп-
тический системы с вращающейся двухлепестковой 
функцией импульсного отклика. Идея заключается в 
следующем: если объектная точка смещается вдоль 
оптической оси, то её изображение в виде двухлепе-
стковой интенсивности будет вращаться вокруг опти-
ческой оси. Так как продольное разрешение идеаль-
ной оптической системы, определённое по полуспаду 
интенсивности, равно [18] (DOF, depth of focus) 

( )2DOF
2 NA

λ
= , (6) 

а поперечное разрешение (FWHM, full width at half 
maximum) равно 

( )
FWHM

2 NA
λ

= , (7) 

где λ – длина волны света, то измерять смещение 
двух лепестков интенсивности по окружности в по-
перечной плоскости можно с меньшим шагом (с 
большим разрешением), чем измерять смещение ин-
тенсивности в изображении вдоль оптической оси, в 
число раз: 

DOF / FWHM 1/ NA= . (8) 
На практике точность метода ограничивается так-

же шумом фотоприёмника [1] и аберрациями оптиче-
ской системы [14]. Из (8) видно, что преодоление 
предела разрешения при измерении угла поворота 
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ДЛП тем больше, чем меньше числовая апертура изо-
бражающей оптической системы. Для микроскопов 
с высокой числовой апертурой (NA = 1) данный метод 
не позволяет преодолеть продольный дифракцион-
ный предел. 

В данной работе мы с помощью дифракционного 
оптического изображающего микроэлемента (спи-
рального аксикона [19] c топологическим зарядом 
m = 2), изготовленного по технологии электронной 
литографии и ионного травления в стекле с показате-
лем преломления, близким к 1,5, сформировали ДЛП, 
который поворачивается на угол 240 градусов на рас-
стоянии от нуля до 4,5 мкм от микроэлемента. Сред-
няя скорость вращения ДЛП – 55 °/мкм.  

Моделирование 
Винтовой (или вихревой) аксикон c топологиче-

ским зарядом m = 1 был рассмотрен в [16, 19]. Для 
формирования ДЛП потребуется вихревой аксикон 
(ВА) с топологическим зарядом m = 2. На рис. 1 пока-
зан бинарный шаблон для изготовления такого ди-
фракционного ВА. Период кольцевой решётки 
(рис. 1) равен T0

 = 0,9 мкм, радиус ВА R = 15 мкм. 
Микроаксикон имеет 15 периодов. Параметры моде-
лирования: показатель преломления материала акси-
кона и подложки n = 1,5, длина волны λ = 532 нм. Чи-
словая апертура ВА NA = λ /Т = 0,56. Падающая на ак-
сикон волна плоская с круговой поляризацией. Высо-
та рельефа H = 0,47 мкм. Область моделирования – 
15×15×5,1 мкм, шаг сетки – λ /30. Поперечные рас-
пределения интенсивности рассчитывались за акси-
коном на расстоянии до 4 мкм. Расчёт прохождения 
света через ВА и далее проводился с помощью из-
вестного метода FDTD, реализованного в коммерче-
ской программе Fullwave (фирмы RSoft). 

 
Рис. 1. Шаблон изготовляемого ВА с топологическим 

зарядом m = 2 
На рис. 2 показаны поперечные распределения ин-

тенсивности на некоторых плоскостях. 
Расстояние между лепестками приблизительно 

0,8 мкм. Размеры каждого из лепестков на расстоянии 
4 мкм (рис. 2г) по полуспаду интенсивности равны: 
минимальный FWHM = 0,438 мкм (0,824λ) и макси-
мальный FWHMy = 0,57 мкм (1,07λ). Рассматриваемый 
аксикон работоспособен до расстояния 9 мкм. Это 

видно из рис. 3, на котором показана зависимость ин-
тенсивности вдоль оптической оси аналогичного акси-
кона, только с топологическим зарядом m = 0. Заметим, 
что длина, на которой аксикон проявляет свойство 
«бездифракционности», не зависит от m, а определяет-
ся только радиусом аксикона R и его числовой аперту-
рой NA. Глубина фокусного пятна на рис. 3 составила 
DOF = 5,96 мкм по полуспаду интенсивности. 

а)  б)  

в)  г)  
Рис. 2. Распределения интенсивности, рассчитанные 

на расстояниях от поверхности ВА: 1 мкм (а), 1,5 мкм (б), 
2 мкм (в) и 4 мкм (г) (негативные изображения).  

Размеры кадров – 8×8 мкм 

 
Рис. 3. Зависимость интенсивности на оси  
от расстояния z для аксикона с m = 0 

На рис. 4 приведена зависимость угла поворота 
лепестков на рис. 2 от расстояния по оcи z . 

Из графика на рис. 4 видно, что максимальное от-
клонение одной точки данных от усредненной линии 
составляет не более δ = 10 °. Средняя скорость вращения 
максимумов ДЛП равна 55,43 °/мкм. Теоретическая ско-
рость вращения, полученная на основе (4), равна: 

2

2
k

z m
ϕ α
= . (9) 

Для аксикона параметр α = sin θ = (λ / T). В модели-
ровании и эксперименте следующие параметры: 
λ = 532 нм, m = 2, Т = 0,95 мкм. Поэтому скорость вра-
щения согласно (9) равна 53 °/мкм. Это значение хо-
рошо согласуется со скоростью (55,43 °/мкм), полу-
ченной при строгом моделировании векторной ди-
фракции лазерного пучка на ВА. 
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Рис. 4. Скорость вращения ДЛП в диапазоне z от 0,4 мкм 
до 4 мкм: сплошная прямая – результаты расчёта с шагом 
по оси z = 0,2 мкм, а пунктирная прямая получена путём 

усреднения наклона линейных участков  
ломаной сплошной кривой 

Изготовление вихревого аксикона 
С помощью шаблона (рис. 1) микроаксикон изго-

тавливался по технологии электронной литографии 
и ионного травления. 

На рис. 5 показан рельеф центральной части ВА, 
измеренный на атомно-силовом микроскопе. Из 
рис. 5б видно, что период аксикона равен Т  = 0,95 мкм, 
высота рельефа H = 470 нм. Далее с помощью скани-

рующего ближнепольного микроскопа измерялось 
прохождение света с круговой поляризацией и дли-
ной волны λ = 532 нм через ВА с топологическим за-
рядом m = 2. Круговая поляризация получалась из ли-
нейной после прохождения четвертьволновой пла-
стинки. Поворотом четвертьволновой пластинки обес-
печивалась смена направления поляризации с левой на 
правую. На рис. 6 приведены поперечные распределе-
ния интенсивности, измеренные с помощью скани-
рующего оптического ближнепольного микроскопа 
на расстояниях от вихревого аксикона 1 мкм (а), 
1,5 мкм (б) и 2 мкм (в). 

Из рис. 6 видно, что за 1 мкм пучок повернулся 
почти на 76 градусов. Отличия в распределении ин-
тенсивности ДЛП с правой и левой круговой поляри-
зацией незначительное. На рис. 7 показаны сечения 
интенсивности ДЛП на одном и том же расстоянии 
от поверхности ВА. 

По данным измерения интенсивности ДЛП на 
разных расстояниях получен график зависимости уг-
ла поворота ДЛП от расстояния z (рис. 8). Моделиро-
вание методом FDTD показывает линейный рост угла 
поворота, в то время как эксперимент демонстрирует 
нелинейное изменение. Из рис. 8 видно, что скорость 
вращения не совсем линейная и хорошо совпадает с 
расчетом (55 °/мкм) только в диапазоне расстояний z 
от 1,5 мкм до 3 мкм. 

а) б)  
Рис. 5. Рельеф изготовленного ВА с m = 2 (а) и его сечение вдоль оси y (б), измеренные на атомно-силовом микроскопе 

а)       б)       в)  
Рис. 6. Распределение интенсивности на расстоянии до поверхности ВА 1 мкм (а), 1,5 мкм (б) и 2 мкм (в)  

для пучка с правой круговой поляризацией 
До расстояния z = 1,5 мкм скорость вращения 

(66 °/мкм) больше, чем рассчитанная (рис. 4), а 
после расстояния z = 3 мкм скорость вращения 
меньше (34 °/мкм), чем рассчитанная. Заметим, 

что на рис. 8 приведены данные двух эксперимен-
тов, проведённые с двумя аксиконами, которые 
отличались друг от друга только глубиной релье-
фа (на 10 %). 
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Рис. 7. Сечение интенсивности вдоль оси x для левой 

(сплошная кривая) и правой (пунктирная кривая) круговой 
поляризации на расстоянии 1 мкм от ВА 

 
Рис. 8. Зависимость угла поворота максимумов ДЛП 

от расстояния до поверхности ВА.  
Кривая – моделирование методом FDTD, маркеры – 

измерения для двух разных образцов вихревых аксиконов 

Заключение 
В работе теоретически, численно и эксперимен-

тально показана возможность с помощью простого и 
хорошо известного компонента микрооптики (вихре-
вого аксикона) с невысокой числовой апертурой (0,6) 
формировать вращающиеся двухлепестковые лазер-
ные пучки (55 °/мкм) на некотором расстоянии (от 
0,5 мкм до 4,5 мкм) вблизи аксикона. По измерению 
поворотов лепестков интенсивности в поперечной 
плоскости можно определить продольное смещение 
исследуемого объекта с преодолением продольного 
дифракционного предела. И чем меньше числовая 
апертура оптического элемента, формирующего двух-
лепестковой вращающийся пучок, тем эффективнее 
применение данного метода. Изготовленный вихре-
вой аксикон может быть использован в микроскопии 
при измерении локализации и ориентации отдельных 
молекул, при зондировании атмосферы и в беспро-
водных системах связи, в передаче информации под 
водой, а также в датчиках магнитного поля. 

Благодарности 
Работа выполнена при поддержке Российского на-

учного фонда (грант 18-19-00595) в части «Изготовле-
ние вихревого аксикона», Федерального агентства на-

учных организаций (соглашение № 007-ГЗ/Ч3363/26) 
в части «Теоретическое основание» и Российского 
фонда фундаментальных исследований (грант 16-47-
630483) в части «Моделирование». 

Литература 
1. Backlund, M.P. The double-helix point spread function 

enebles precise and accurate measurement of 3D sin-
gle0molecule localization and orientation / M.P. Backlund, 
M.D. Lew, A.S. Backer, S.J. Sahl, G. Grover, A. Agrawal, 
R. Piestun, W.E. Moerner // Proceedings of SPIE. – 2013. – 
Vol. 8590. – 85900L. – DOI: 10.1117/12.2001671. 

2. Lavery, M.P.J. Free-space propagation of high-dimensi-
onal structured optical fields in an urban environment / 
M.P.J. Lavery, C. Peuntinger, K. Gunthner, P. Banzer, 
D. Elser, R.W. Boyd, M.J. Padgett, C. Marquardt, 
G. Leuchs // Science Advances. – 2017. – Vol. 3, Is-
sue 10. – e1700552. – DOI: 10.1126/sciadv.1700552. 

3. Morgan, K.S. Free space propagation of concentric vortices 
through underwater turbid environments / K.S. Morgan, 
J.K. Miller, B.M. Cochennour, W. Li, Y. Li, R.J. Watkins, 
E.G. Johnson // Journal of Optics. – 2016. – Vol. 18. – 
104004. – DOI: 10.1088/2040-8978/18/10/104004. 

4. Yu, S. Compositing orbital angular momentum beams in 
Bi4Ge3O12 crystal for magnetic field sensing / S. Yu, 
F. Pung, H. Liu, X. Li, J. Yang, T. Wang // Applied Physics 
Letters. – 2017. – Vol. 111, Issue 9. – 091107. – DOI: 
10.1063/1.4989651. 

5. Abramochkin, E. Spiral-type beams / E. Abramochkin, 
V. Volostnikov // Optics Communications. – 1993. – 
Vol. 102, Issues 1-3. – P. 336-350. – DOI: 10.1016/0030-
4018(93)90406-U. 

6. Schechner, Y.Y. Wave propagation with rotating intensity 
distributions / Y.Y. Schechner, R. Piestun, J. Shamir // 
Physical Review E. – 1996. – Vol. 54, Issue 1. – P. R50-
R53. – DOI: 10.1103/PhysRevE.54.R50. 

7. Pääkkönen, P. Rotating optical fields: experimental dem-
onstration with diffractive optics / P. Pääkkönen, J. Lauta-
nen, M. Honkanen, M. Kuittinen, J. Turunen, S.N. Khonina, 
V.V. Kotlyar, V.A. Soifer, A.T. Friberg // Journal of Mod-
ern Optics. – 1998. – Vol. 45, Issue 11. – P. 2355-2369. – 
DOI: 10.1080/09500349808231245. 

8. Greengard, A. Depth from diffracted rotation / A. Green-
gard, Y.Y. Schechner, R. Piestun // Optics Letters. – 2006. – 
Vol. 31, Issue 2. – P. 181-183. – 
DOI: 10.1364/OL.31.000181. 

9. Pavani, S.R.P. High-efficiency rotating point spread func-
tions / S.R.P. Pavani, R. Piestun // Optics Express. – 2008. – 
Vol. 16, Issue 5. – P. 3484-3489. – DOI: 
10.1364/OE.16.003484. 

10. Rop, R. Generation and propagation dynamics of obstructed 
and unobstructed rotating orbital angular momentum-
carrying Helicon beams / R. Rob, I.A. Litvin, A. Forbes // 
Journal of Optics. – 2012. – Vol. 14, Issue 3. – 035702. – 
DOI: 10.1088/2040-8978/14/3/035702. 

11. Schulze, C. Accelerated rotation with orbital angular mo-
mentum modes / C. Schulze, F.S. Roux, A. Dudley, R. Rop, 
M. Duparré, A. Forbes // Physical Review A. – 2015. – 
Vol. 91, Issue 4. – 043821. – DOI: 
10.1103/PhysRevA.91.043821. 

12. Wang, H. Dynamic propagation of optical vortices embed-
ded in full Poincaré beams with rotationally polarization 
symmetry / H. Wang, G. Rui, Q. Zhan // Optics Communi-
cations. – 2015. – Vol. 351. – P. 15-25. – DOI: 
10.1016/j.optcom.2015.04.040. 



Вращение двухлепесткового лазерного пучка в ближнем поле вихревого микроаксикона Стафеев С.С., О'Фаолейн Л., Котляр М.В. 

390 Компьютерная оптика, 2018, том 42, №3 

13. Khan, S.N. Polarization and propagation characteristics of 
switchable first-order azimuthally asymmetric beam gener-
ated in dual-mode fiber / S.N. Khan, S.K. Chatterjee, 
P.R. Chaudhuri // Applied Optics. – 2015. – Vol. 54, Is-
sue 6. – P. 1528-1536. – DOI: 10.1364/AO.54.001528. 

14. Kotova, S.P. Aberration influenced generation of rotating two-
lobe light fields / S.P. Kotova, N.N. Losevsky, D.P. Prokopova, 
S.A. Samagin, V.G. Volostnikov, E.N. Vorontsov // Journal of 
Physics: Conference Series. – 2016. – Vol. 740(1). – 012013. – 
DOI: 10.1088/1742-6596/740/1/012013. 

15. Volostnikov, V.G. Generation of two-lobe light fields with 
a rotating intensity distribution under propagation for single 
emitter spectroscopy / V.G. Volostnikov, E.N. Vorontsov, 
S.P. Kotova, N.N. Losevsky, D.V. Prokopova, E.V. Razue-
va, S.A. Samagin // EPJ Web of Conferences. – 2017. – 
Vol. 132. – 02012. – DOI: 10.1051/epjconf/201713202012. 

16. Degtyarev, S.A. Photonic nanohelix generated by a binary 
spiral axicon / S.A. Degtyarev, A.P. Porfirev, S.N. Khonina 
// Applied Optics. – 2016. – Vol. 55, Issue 12. – P. 44-48. – 
DOI: 10.1364/AO.55.000B44. 

17. Kotlyar, V.V. Rotation of laser beams with zero of the 
orbital angular momentum / V.V. Kotlyar, S.N. Khonina, 
R.V. Skidanov, V.A. Soifer // Optics Communications. – 
2007. – Vol. 274, Issue 1. – P. 8-14. – DOI: 
10.1016/j.optcom.2007.01.059. 

18. Борн, М. Основы оптики / М. Борн, Э. Вольф. – 2-е 
изд. – М.: Наука, 1973. – 720 с. 

19. Khonina, S.N. Trochoson // S.N. Khonina, V.V. Kotlyar, 
V.A. Soifer, M.V. Shinkaryev, G.V. Uspleniev // Optics 
Communications. – 1992. – Vol. 91, Issues 3-4. – P. 158-
162. – DOI: 10.1016/0030-4018(92)90430-Y. 

 
 

Сведения об авторах 
Стафеев Сергей Сергеевич, 1985 года рождения. В 2009 году окончил Самарский государственный аэро-

космический университет имени академика С.П. Королёва – СГАУ по специальности «Прикладные математика 
и физика». Кандидат физико-математических наук с 2012 года. Научный сотрудник лаборатории лазерных из-
мерений Института систем обработки изображений РАН (ИСОИ РАН). Область научных интересов: дифракци-
онная оптика, разностное решение уравнений Максвелла, оптика ближнего поля.  

E-mail: sergey.stafeev@gmail.com . ORCID: 0000-0002-7008-8007. 
 

О’Фаолейн Лиам (Уильям Веллан-Куртин) из Технологического института Корка, Ирландия. В 2000 году 
окончил физический факультет Университета города Корк. С 2001 года начал работать в группе микрофотони-
ки Школы физики и астрономии Университета города Сент-Эндрюс (Шотландия) как аспирант по созданию 
полупроводниковых лазеров. В 2005 году защитил диссертацию и получил степень доктора философии. Об-
ласть научных интересов: электронная литография для создания фотонных кристаллов. В настоящее время яв-
ляется координатором европейской платформы по наноструктурированию ePIXnet. Соавтор 53 научных статей 
с высоким индексом цитирования. E-mail: jww1@st-andrews.ac.uk .  

 

Котляр Мария Викторовна, 1979 года рождения, доктор философии, научный сотрудник лаборатории НИЛ-
35 Самарского национального исследовательского университета. В 2001 году окончила физический факультет 
Самарского государственного университета, в 2005 году защитила диссертацию в университете Сент-Эндрюса 
(Великобритания). Область научных интересов: нанофотоника. В Scopus 25 публикаций. E-mail: ichteos@km.ru . 
 
 

ГРНТИ: 29.31.15 . 
Поступила в редакцию 26 февраля 2018 г. Окончательный вариант – 14 мая 2018 г. 

 
 

ROTATION OF TWO-PETAL LASER BEAMS IN THE NEAR FIELD OF A SPIRAL MICROAXICON 
S.S. Stafeev1,2, L.O'Faolain3, M.V. Kotlyar2 

1 Image Processing Systems Institute оf RAS – Branch of the FSRC “Crystallography and Photonics” RAS, Samara, Russia, 
2 Samara National Research University, Samara, Russia, 

3Cork Institute of Technology, Ireland 
Abstract  

Using a spiral microaxicon with the topological charge 2 and NA = 0.6 operating at a 532-nm 
wavelength and fabricated by electron-beam lithography, we experimentally demonstrate the rotation 
of a two-petal laser beam in the near field (several micrometers away from the axicon surface). The 
estimated rotation rate is 55 °/μm and linearly dependent on the on-axis distance, with the theoretical 
rotation rate being 53 °/μm. The experimentally measured rotation rate is found to be linear and coin-
cident with the simulation results only on the on-axis segment from 1.5 to 3 μm. The experimentally 
measured rotation rate is 66 °/μm on the initial on-axis segment from 0 to 1.5 μm and 34 °/μm on the 
final segment of the beam path from 3 to 4.5 μm. The experimentally achieved rotation rate is higher 
than rotation rates of similar two-petal laser beams reported to date. 

Keywords: binary optics, near field microscopy, optical vortex, rotating beams. 
Citation: Stafeev SS, O'Faolain L, Kotlyar MV. Rotation of two-petal laser beams in the near 
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ОБРАТНЫЙ ПОТОК ЭНЕРГИИ ВБЛИЗИ ОПТИЧЕСКОЙ ОСИ В ОБЛАСТИ ОСТРОГО ФОКУСА 
ОПТИЧЕСКОГО ВИХРЯ С КРУГОВОЙ ПОЛЯРИЗАЦИЕЙ 
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Аннотация 
С помощью формул Ричардса – Вольфа для дифракционной линзы показано, что при 

острой фокусировке произвольного оптического вихря с топологическим зарядом 2 и левой 
круговой поляризацией в плоскости фокуса на оптической оси имеет место обратный поток 
световой энергии (осевая проекция вектора Пойнтинга отрицательная). Такой же результат 
мы получили численно с помощью строгого расчёта FDTD-методом дифракции плоской 
волны с левой круговой поляризацией на вихревой зонной пластинке с топологическим за-
рядом 2 и числовой апертурой около 1. Причём величина обратного потока сравнима с пря-
мым потоком энергии. Мы также показали, что обратный поток энергии в рассматриваемом 
случае имеет место на всей оптической оси, но максимальное по модулю значение имеет 
в плоскости фокуса и быстро спадает при удалении от него. Длина отрезка вдоль оптиче-
ской оси, на которой значение модуля обратного потока спадает в два раза (глубина обрат-
ного потока), почти совпадает с глубиной фокуса, а поперечный кружок, в котором поток 
энергии обратный, примерно совпадает с диском Эйри. 

Ключевые слова: вектор Пойнтинга, формулы Ричардса–Вольфа, FDTD-метод, оптиче-
ский вихрь, «тракторный пучок». 
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Введение 
В 1959 году в своей классической работе Richards и 

Wolf [1] показали, что при фокусировке плоской волны 
с линейной поляризацией с помощью апланатической 
системы в плоскости фокуса в области у основания ос-
новного лепестка интенсивности имеется область, в 
которой поток световой энергии направлен в обратную 
сторону по отношению к направлению распростране-
ния падающей плоской волны. В этой области про-
дольная проекция вектора Пойнтинга имеет небольшое 
отрицательное значение, примерно 1 % от максималь-
ного потока в прямом направлении. Аналогичный ре-
зультат был получен ранее В.С. Игнатовским [2] еще в 
1920 году. Однако значения этому эффекту не прида-
вали из-за его небольшой величины. Работа [1] послу-
жила толчком для широкого фронта теоретических и 
численных исследований по острой фокусировке ла-
зерных пучков, например, [3 – 10]. В [3] исследовалась 
острая фокусировка оптических вихрей с топологиче-
скими зарядами 1 – 3 и линейной поляризацией. Пока-
зано, что при больших числовых апертурах световой 
эллипс в фокусе вытягивается в направлении, перпен-
дикулярном направлению линейной поляризации. В 
[4] численно и экспериментально показано, что при 
фокусировке оптического вихря с топологическим за-
рядом 1 и левой круговой поляризацией в фокусе фор-
мируется круглое световое пятно. Острая фокусировка 
света с круговой поляризацией рассматривается также 
в [5]. В [6] исследуется фокусировка мод Лагерра –
 Гаусса (ЛГ) с произвольными номерами (n, m) и эл-
липтической поляризацией. Показано, что в фокусе 
формируются эллиптические световые кольца. В [7] 
исследуется острая фокусировка аномальных мод ЛГ с 

номерами (n + m / 2,  m), а в [8] моделируется острая фо-
кусировка радиально поляризованных пучков Лагер-
ра – Гаусса – Бесселя. В [9] аналогично исследуется фо-
кусировка оптических вихрей с разными топологиче-
скими зарядами и неоднородной поляризацией (ради-
альной и азимутальной). В [10] моделируется попереч-
ный сдвиг фокусного пятна при острой фокусировке 
оптических вихрей, внедрённых в Гауссов пучок и 
смещенных с оптической оси. 

Но во всех этих работах не исследуется поведение 
в фокусе вектора Пойнтинга. Первая работа, в которой 
теоретически было показано наличие отрицательного 
значения продольной составляющей вектора Пойнтинга 
на оптической оси, была посвящена линейной комбина-
ции двух пучков Бесселя с ТЕ- и ТМ-поляризациями 
[11]. Однако как сформировать такой вихревой пучок 
Бесселя с произвольным топологическим зарядом m, у 
которого имеются все три компоненты электрического 
вектора Er, Eϕ, Ez в цилиндрической системе координат 
(r, ϕ, z), авторы не обсуждают в [11]. Мы нашли только 
одну работу [12], в которой рассмотрена практически 
реализуемая ситуация (фокусировка с помощью аплана-
тической системы) и теоретически и численно показано, 
что при фокусировке моды Лагерра – Гаусса порядка 
(0, m) = (0, 2) с левой круговой поляризацией (σ = –1) на 
оптической оси в фокусе у продольной проекции векто-
ра Пойнтинга имеются отрицательные значения. В дан-
ной работе мы обобщаем [12] на случай произвольного 
оптического вихря с топологическим зарядом m = 2. Из-
вестны также статьи про «оптический трактор» [13 – 21], 
в которых исследуется взаимодействие светового поля с 
микрочастицами, приводящее к тому, что сила, дейст-
вующая со стороны поля на частицу, заставляет её дви-
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гаться против направления распространения освещаю-
щего её пучка. Такую силу называют негативной опти-
ческой силой [13]. Если говорить просто, то такая ситуа-
ция возникает, когда частица рассеивает больше света 
вперёд, чем отражает назад, если нет градиентных сил. 
Поэтому надо различать две эти ситуации: когда поток 
световой энергии локально направлен против общего 
потока энергии в пучке и когда сила светового давления 
заставляет микрочастицу двигаться против освещающе-
го её света и по направлению к источнику света. 

В данной работе рассматривается только первая си-
туация. С помощью формализма Ричардса – Вольфа для 
идеальной сферической линзы доказано, что при острой 
фокусировке оптического вихря с топологическим заря-
дом 2 и круговой поляризацией с противоположенным 
направлением вращения (левой) в плоскости фокуса на 
оптической оси (и вблизи неё) осевая проекция вектора 
Пойнтинга принимает отрицательное значение. Из всего 
этого следует, что в данной области локально поток све-
товой энергии направлен против общего потока энергии 
в сходящемся вихревом пучке. Ранее наличие обратного 
потока энергии на оптической оси в фокусе было обна-
ружено только для пучков Лагерра – Гаусса [12]. Здесь 
мы обобщили этот результат на произвольный оптиче-
ский вихрь. Заметим, что недавно авторы численно по-
казали наличие обратного потока на оптической оси в 
фокусе вихревой металинзы [22]. 

1. Теоретическое основание 
Рассмотрим в формализме Ричардса – Вольфа [1] 

фокусировку оптического вихря с топологическим 
зарядом m =  2 и левой круговой поляризацией с по-
мощью апланатической системы. Для электрического 
поля с круговой поляризацией E = Exex

 + iσEyey, где ex, 
ey – единичные вектора вдоль декартовых координат, 
будем считать, что при σ = 1 – правая поляризация, 
а при σ = –1 – левая поляризация, следуя [6]. Хотя, 
например, в [12] наоборот: при σ = 1 – левая поляри-
зация, а при s = –1 – правая поляризация. Для оптиче-
ского вихря с топологическим зарядом m и произ-
вольной функцией аподизации зрачка (действитель-
ная функция Am(θ)) 

( )( , ) ( ) expm mA A imθ ϕ = θ ϕ , (1) 

где (θ, ϕ) – углы, задающие точку на сфере, запишем 
проекции электрического вектора E вблизи фокуса 
в апланатической системе в цилиндрических коорди-
натах (r, ϕ, z) , следуя [6]: 
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где B = kf / 2, α = arcsin (NA), x = kr sin θ, γ±
 = (1 ± σ) / 2, 

Jν (x) – функция Бесселя, k – волновое число света, f – 
фокусное расстояние апланатической системы с чи-
словой апертурой NA. Для оптического вихря с топо-
логическим зарядом m = 2 вместо (2) получим: 
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Из (4) при m = 0 (нет вихря) и σ = 0 (линейная по-
ляризация) следуют выражения для компонент элек-
трического вектора в области фокуса, полученных 
в [1]. Из (4) получим выражение для интенсивности 
электрического поля (плотность мощности) в плоско-
сти фокуса (z = 0): 

( )2 2 2 2 2
0,2 2,4 2,0 1,3 1,12 2 2I I I I I I+ − + −= + γ + γ + γ + γ . (5) 

Заметим, что все интегралы в (3) при z = 0 являют-
ся действительными функциями. Из (5) следует, что 
распределение интенсивности в фокусе не зависит 
от полярного угла ϕ, то есть является центрально 
симметричным (в виде кольца). В центре фокусного 
пятна (r = 0) на оптической оси интенсивность вихре-
вого пучка с правой поляризацией будет равна нулю 

2 2 2
0,2 2,4 1,32 ( 2 ) 0I I I I+ = + + = , а интенсивность на оси 

для пучка с левой поляризацией будет отлична от ну-
ля 2 2 2

0,2 2,0 1,12 ( 2 ) 0I I I I− = + + ≠  (локальный минимум). 
Это следует из того, что только у интенсивности I– 
есть слагаемое I2,0, у которого под интегралом в (3) 
стоит функция Бесселя нулевого порядка, которая от-
лична от нуля на оптической оси: J0 (x = 0) = 1. Все дру-
гие слагаемые в (5) на оптической оси равны нулю. 

Далее с помощью уравнения Максвелла для моно-
хроматического поля с циклической частотой ω: 
iω H = rot E и с помощью формул (2), (3) можно найти 
поперечные компоненты вектора магнитного поля (про-
дольная компонента пока не нужна для дальнейшего): 
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С помощью (2), (3), (6) и (7) найдем осевую про-
екцию вектора Пойнтинга [1] S = c Re ([E × Η∗]) / 8π: 

( )Re * *
8z x y y x
cS E H E H= −
π

 (8) 

с точностью до константы c / 8π , где c – скорость све-
та в вакууме, Re (...) – действительная часть числа, 
и в плоскости фокуса (z = 0): 

( )0,2 0,2 1,2 2,4 2,4 1,2 1,3

2,0 2,0 1,2 1,1

62 2

22 .

zS I I I I I I I
kr

I I I I
kr

+

−

⎛ ⎞= + + γ + − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞+ γ + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (9) 

Из (9) следует выражение для левой поляризации 
при σ = –1: 

( )0,2 0,2 1,2 2,0 1,2

2,0 2,0 1,1

2 2

22 .

zS I I I I I

I I I
kr

− = + + +

⎛ ⎞+ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (10) 

Из (9) и (10) следует, что поток энергии Sz (r, z = 0) 
в плоскости фокуса обладает центральной симметри-
ей (так как не зависит от полярного угла ϕ). Из (10) 
можно найти поток энергии в плоскости фокуса толь-
ко вдоль оптической оси (r = 0). При этом в (10) от-
личным от нуля будет только третье слагаемое 

2,0 2,0 1,12 ( 2 / ) 0I I I kr− ≠ . Тогда получим: 

2

2 1/2
2

0

( 0, 0)

2 sin cos ( )(1 cos )d 0.

z

a

S r z

B A

− = = =

⎛ ⎞
= − θ θ θ − θ θ ≤⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫

 (11) 

Уравнение (11) является основным результатом 
работы и показывает, что при любой действительной 
функции аподизации зрачка A2(θ) и при любой число-
вой апертуре (α = arcsin (NA)) при идеальной фокуси-
ровке сферической линзой оптического вихря с топо-
логическим зарядом 2 и левой круговой поляризацией 
в плоскости фокуса в центре светового кольца на оп-
тической оси поток энергии будет распространяться 
в обратном направлении по отношению к направле-
нию распространения освещающего пучка. Для про-
стого случая A2(θ) = 1 – постоянная засветка зрачка, и 
при максимальной апертуре a = π / 2 (NA = 1) интеграл 
в (11) можно вычислить. Тогда вместо (11) получим: 

2 2
2 4( 0, 0) 2 1,4 .

15z
fS r z B− ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = = − = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟λ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 (12) 

Можно показать, что при любом другом положи-
тельном топологическом заряде m ≠ 2 и при любой од-
нородной поляризации σ = 0, ±1 на оптической оси в 
плоскости фокуса не возникает обратного потока энер-
гии. Он локально возникает в других местах фокаль-
ной плоскости, и его величина по модулю меньше, чем 
прямой поток энергии. Например, в [1] показано, что 
обратный поток энергии возникает при фокусировке 
плоской волны с линейной поляризацией в плоскости 
фокуса вблизи первого темного кольца и составляет по 
модулю всего 1 % от максимальной величины прямого 
потока энергии. Можно показать, что результат, анало-
гичный (10), получится при m = –2 и σ = 1. 

Покажем далее, что обратный поток (как и прямой) 
в плоскости фокуса вращается вокруг оптической оси. 
Для этого запишем продольную проекцию вектора на-
пряжённости магнитного поля (m = 2, σ = ±1): 
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В (13) обозначены следующие интегралы: 
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Из (13) следует выражение для продольной проек-
ции магнитного поля с левой круговой поляризацией: 

( )2,1 0,1 .i
zH i I I e ϕ
− = − +  (15) 

С помощью (15), а также (4) и (6) можно найти 
поперечные составляющие вектора Пойнтинга 
S = c Re [E × H∗] / 8π в плоскости фокуса: 

( )( )0,2 2,0 2,1 0,1

1,1 0,2 2,0 1,1

( )sin , ( ) cos ,
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22 .

x yS Q r S Q r

Q r I I I I

I I I I
kr

= − ϕ = ϕ

= + + +

⎛ ⎞+ − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (16) 

Из (16) следует, что поток энергии в плоскости 
фокуса вращается либо против, либо по часовой 
стрелке, в зависимости от знака функции Q (r). Это 
не противоречит тому, что на самой оптической оси 
(r = 0) обратный поток отличен от нуля (11), так как 
поперечные составляющие обратного потока (16) на 
оптической оси равны нулю. 
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2. Моделирование острой фокусировки  
с помощью формул Ричардса–Вольфа 

В этом параграфе на конкретных численных при-
мерах показано наличие обратного потока в фокусе 
дифракционной линзы не только на оптической оси, 
но и вблизи неё. А также показано, что величина об-
ратного потока сравнима с величиной прямого потока 
энергии. В отличие от теоретического распределения 
в параграфе 1, здесь выбраны m = –2 и σ = 1. 

На рис. 1 показаны распределение интенсивности 
(а) и осевая проекция вектора Пойнтинга (б) в плос-
кости фокуса дифракционной линзы (NA = 0,95) при 
фокусировке оптического вихря с m = –2 и σ = 1. Функ-
ция аподизации дифракционной линзы имеет вид 
Am (θ) = cos –3/2 (θ) [23]. Расчёт производился с помо-
щью формул Ричардса – Вольфа [1]. 

На рис. 1 видно, что обратный поток в плоскости 
фокуса возникает не только на оптической оси (в цен-
тре картины), но в некотором круге, радиус которого 
можно оценить из рис. 2. 

На рис. 2 показаны радиальные сечения двумерных 
распределений интенсивности (а) и осевой проекции 

вектора Пойнтинга (б), показанных на рис. 1. Из рис. 2 
видно, что обратный поток имеет место в центральном 
«светлом» круге распределения интенсивности на 
рис. 1, и радиус круга обратного потока примерно ра-
вен расстоянию от центра до первого радиуса, на кото-
ром интенсивность спадает в 2 раза. Этот кружок, в 
котором поток энергии обратный, примерно равен 
диску Эйри. Из рис. 2 также видно, что максимальное 
значение обратного потока всего в 2 раза меньше, чем 
максимальное значение прямого потока (в относитель-
ных единицах). На рис. 3 показано распределение ин-
тенсивности и направление вектора Пойнтинга (стрел-
ками) в области фокуса (в плоскости YZ) при фокуси-
ровке оптического вихря с топологическим зарядом 
m = –2 и правой круговой поляризацией σ = 1 дифрак-
ционной линзой с числовой апертурой NA = 0,95. 

Из рис. 3 видно, что вдоль оси z вектор Пойнтинга 
направлен в сторону, противоположную направлению 
распространения пучка. На рис. 4 показано поведение 
проекции Sz при варьировании параметров: топологи-
ческого заряда (рис. 4а) и числовой апертуры аплана-
тической линзы (рис. 4б). 

a)       б)  
Рис. 1. Интенсивность (негатив) в фокальной плоскости (а) и проекция вектора Пойнтинга (негатив)  

на ось z в фокальной плоскости (б) 

 
Рис. 2. Сечения вдоль оси x распределений 

интенсивности (сплошная кривая) и осевой проекции 
вектора Пойнтинга (пунктирная кривая) в плоскости 

фокуса (рис. 1) 

Рис. 3. Распределение интенсивности и направление вектора 
Пойнтинга (стрелки) в плоскости XY при фокусировке 

оптического вихря c m  = –2 и правой круговой поляризацией σ = 1 
дифракционной линзой с числовой апертурой NA = 0,95 

Из рис. 4а видно, что обратный поток на оптиче-
ской оси возникает только при m = –2 (σ = 1). А из 
рис. 4б видно, что значение обратного потока на оп-
тической оси становится сравнимо с прямым потоком 
(то есть становится заметным) при NA > 0,9. 

В дополнение к продольному распределению век-
тора Пойнтинга (рис. 3) на рис. 5 показано распределе-
ние интенсивности и направление вектора Пойнтинга 

(стрелками) в области фокуса (в плоскости XY) при фо-
кусировке оптического вихря с топологическим заря-
дом m = –2 и правой круговой поляризацией σ = 1 ди-
фракционной линзой с числовой апертурой NA = 0,95. 

Из рис. 5 видно, что вращение вектора Пойнтинга в 
плоскости фокуса меняет свое направление – в центре 
кольца интенсивности вращение происходит по часовой 
стрелке, а на периферии – против часовой стрелки.  
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а)       б)  
Рис. 4. Распределение продольной составляющей вектора Пойнтинга Sz в фокусе апланатической системы 

при фокусировке оптических вихрей с разными топологическими зарядами m =  –1,–2,...,–5 и круговой правой поляризацией 
σ = 1 (NA = 0,95) (а) и зависимость Sz только на оптической оси от величины числовой апертуры NA при m =  –2 и σ = 1 

 
Рис. 5. Распределение интенсивности и направление 
вектора Пойнтинга (стрелки) в плоскости XY (z = 0) 
при фокусировке оптического вихря c m =  –2 и правой 
круговой поляризацией σ = 1 дифракционной линзой 

с числовой апертурой NA = 0,95 
3. Моделирование острой фокусировки  

с помощью FDTD-метода 
Ниже приведены результаты моделирования про-

хождения плоской волны с левой круговой поляриза-
цией (σ = –1) через бинарную вихревую зонную пла-
стинку (ВЗП) с топологическим зарядом m = 2. Па-
дающее световое поле (длина волны λ = 532 нм) огра-
ничено круглой диафрагмой с диаметром 10 мкм. ВЗП 
рассчитывалась для фокусного расстояния, равного 
длине волны f = λ = 532 нм, в материале с показателем 
преломления n = 1,5 и высотой рельефа 0,532 мкм. Ди-
фракция света на ВЗП рассчитывалась с помощью 

численного решения уравнений Максвелла FDTD-ме-
тодом, реализованным в программе Fullwave. 

Из рис. 6 видно, что интенсивность и поток энер-
гии не обладают круговой симметрией, так как сама 
ВЗП (рис. 6а) не обладает такой симметрией. Из 
рис. 6в видно, что вблизи оптической оси и вблизи 
поверхности вихревой микролинзы имеет место об-
ратный поток световой энергии (Sz

 < 0). 
На рис. 7 показаны сечения интенсивности I и 

проекции вектора Пойнтинга Sz вдоль оси x на рас-
стоянии z = 532 нм (a) и вдоль оптической оси z при 
x = y = 0 (б). Из рис. 7а видно, что максимальное зна-
чение обратного потока почти в 2 раза больше, чем 
максимальное значение прямого потока (в относи-
тельных единицах). А на рис. 7б видно, что макси-
мальное значение обратного потока вдоль оптической 
оси имеет место в плоскости фокуса (z = 532 нм) и 
быстро спадает при удалении от этой плоскости. 
Причём длина отрезка вдоль оптической оси, на ко-
тором обратный поток спадает в 2 раза, почти совпа-
дает с глубиной фокуса, которая определяется по по-
луспаду интенсивности и равна DOF ≈ 2λ. 

Числовая апертура моделируемой методом FDTD 
ВЗП (рис. 6а) равна NA = 0,9944. Для сравнения на 
рис. 8 показаны результаты фокусировки оптического 
вихря с помощью зонной пластинки с такой же чи-
словой апертурой, вычисленные с помощью формул 
Ричардса – Вольфа. 

а)    б)    в)  
Рис. 6. Бинарная амплитудная маска ВЗП с m = 2 размером 10×10 мкм (а), распределение интенсивности  

на расстоянии z = 532 нм (расчётный фокус) (б) и распределение Sz на том же расстоянии (в) 
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а)     б)  
Рис. 7. Сечение интенсивности I и проекции вектора Пойнтинга Sz вдоль оси x (y = 0)  

на расстоянии z = 532 нм (a) и вдоль оптической оси z (б) 

а)     б)  
Рис. 8. Сечение интенсивности I и проекции вектора Пойнтинга Sz вдоль оси x в фокусе (a) и вдоль оптической оси z (б), 

рассчитанные по формулам Ричардса – Вольфа для числовой апертуры NA = 0,9944 (m = –2, σ = 1) 
Заключение 

В работе получены следующие результаты. Впер-
вые, по мнению авторов, в рамках формализма Ри-
чардса – Вольфа доказано, что при острой фокусиров-
ке апланатической системой оптического вихря с то-
пологическим зарядом 2, левой круговой поляризаци-
ей и произвольной действительной функцией аподи-
зации зрачка в плоскости фокуса на оптической оси 
имеет место обратный поток световой энергии (осе-
вая проекция вектора Пойнтинга отрицательна). Ана-
логичный результат получается при фокусировке оп-
тического вихря с топологическим зарядом –2 и пра-
вой круговой поляризацией. Численно на основе мо-
делирования с помощью формул Ричардса – Вольфа 
показано, что максимальная величина обратного по-
тока вдоль оптической оси может быть сравнима с 
максимальной величиной прямого потока энергии. 
Также показано, что отрицательные значения вектора 
Пойнтинга в плоскости фокуса лежат внутри круга с 
центром на оптической оси и радиусом, равным рас-
стоянию от центра фокусного кольца интенсивности 
до точки, в которой интенсивность спадает почти в 
2 раза. Можно сказать, что диаметр круга в плоскости 
фокуса, в котором поток энергии обратный, примерно 
равен диаметру диска Эйри. При моделировании 
FDTD-методом дифракции плоской волны с левой 
круговой поляризацией на вихревой зонной микро-
пластинке с числовой апертурой почти 1 на расстоя-
нии, равном длине волны света (плоскость фокуса), 
также имеет место обратный поток энергии вдоль оп-

тической оси. Максимальное значение обратного по-
тока почти в 2 раза больше, чем максимальное значе-
ние прямого потока. Отрезок на оптической оси, на 
котором величина обратного потока спадает в 2 раза, 
совпадает с глубиной фокуса и в рассматриваемом 
примере равен 2 длинам волны. Показано также, что 
прямой и обратный потоки энергии в плоскости фо-
куса вращаются вокруг оптической оси, хотя на са-
мой оптической оси поперечные составляющие век-
тора Пойнтинга равны нулю. 
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THE NEAR-AXIS BACKFLOW OF ENERGY IN A TIGHTLY FOCUSED OPTICAL VORTEX WITH 
CIRCULAR POLARIZATION  

V.V. Kotlyar 1,2, A.G. Nalimov 1,2, S.S. Stafeev 1,2 
1 Image Processing Systems Institute оf RAS – Branch of the FSRC “Crystallography and Photonics” RAS, Samara, Russia, 

2 Samara National Research University, Samara, Russia 
Abstract  

Using the Richards-Wolf formulae for a diffractive lens, we show that in the focal plane of a 
sharply focused left-hand circularly polarized optical vortex with the topological charge 2 there is 
an on-axis backflow of energy (as testified by the negative axial projection of the Poynting vector). 
The result is corroborated by the FDTD-aided rigorous calculation of the diffraction of a left-hand 
circularly polarized plane wave by a vortex zone plate with the topological charge 2 and the 
NA≈1. Moreover, the back- and direct flows of energy are comparable in magnitude. We have also 
shown that while the backflow of energy takes place on the entire optical axis, it has a maximum 
value in the focal plane, rapidly decreasing with distance from the focus. The length of a segment 
along the optical axis at which the modulus of the backflow drops by half (the depth of backflow) 
almost coincides with the depth of focus, and the transverse circle in which the energy flow is re-
versed roughly coincides with the Airy disk. 

Keywords: Poynting vector, Richards-Wolf formulae, FDTD-method, optical vortex, tractor 
beam. 
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ЧЕТЫРЁХСЕКТОРНЫЙ ПРЕОБРАЗОВАТЕЛЬ ПОЛЯРИЗАЦИИ,  
ИНТЕГРИРОВАННЫЙ В КРИСТАЛЛ КАЛЬЦИТА 

С.В. Карпеев 1,2, В.В. Подлипнов 1,2, С.Н. Хонина 1,2, В.Д. Паранин 2, А.С. Решетников 2 
1 Институт систем обработки изображений РАН – филиал ФНИЦ «Кристаллография и фотоника» РАН, Самара, Россия,  

2 Самарский национальный исследовательский университет имени академика С.П. Королева, Самара, Россия 

Аннотация 
Предложен новый подход к реализации секторных пластин для преобразования поляри-

зационного состояния пучков. Разработана и реализована технология травления кристалла 
кальцита для интегрирования в него четырёхсекторного преобразователя поляризации. 
Экспериментально реализован и исследован четырёхсекторный преобразователь поляриза-
ции, обеспечивающий попарное ортогональное поляризационное состояние секторов. Про-
ведено сравнение стыков секторов интегрированного преобразователя со стыками секторов 
из отдельных фрагментов волновых пластин. Проведён анализ спектральных свойств такого 
преобразователя, определены длины волн, при которых происходит нужное преобразова-
ние. Экспериментально показано, что квазипериодическое повторение условий соответст-
вия фазовой задержки замедляется при увеличении длины волны. 

Ключевые слова: неоднородная поляризация, секторные поляризационные пластинки, 
качество стыковки секторов, спектральный метод подбора условия соответствия фазы.  

Цитирование: Карпеев, С.В. Четырёхсекторный преобразователь поляризации, интег-
рированный в кристалл кальцита / С.В. Карпеев, В.В. Подлипнов, С.Н. Хонина, В.Д. Пара-
нин, А.С. Решетников // Компьютерная оптика. – 2018. – Т. 42, № 3. – С. 401-407. – DOI: 
10.18287/2412-6179-2018-42-3-401-407. 

Введение 
Исследованию способов получения цилиндриче-

ских векторных пучков посвящено в последние годы 
значительное число работ. Среди способов получения 
цилиндрических векторных пучков можно назвать 
методы, основанные на применении секторных пла-
стинок, в которых сектора представляют собой соот-
ветствующим образом ориентированные либо полу-
волновые пластинки [1, 2], либо плёночные поляриза-
торы [3]. В первом варианте используется линейно 
поляризованный освещающий пучок, а во втором 
случае – пучок с круговой поляризацией. Сектора 
также могут быть выполнены в виде субволновых от-
ражательных дифракционных решёток [4, 5], которые 
так же, как и волновые пластинки, обеспечивают по-
ворот плоскости поляризации и используются с ли-
нейной поляризацией освещающего пучка. Отличи-
тельной особенностью секторных поляризационных 
преобразователей является простота использования и 
высокая эффективность готовых устройств при техно-
логической сложности их качественного изготовления. 

Преобразователь линейной поляризации, состоя-
щий из секторных полуволновых пластинок, можно 
использовать для формирования как радиальной, так 
и азимутальной поляризаций. Плёночный преобразо-
ватель рассчитан на трансформацию круговой поля-
ризации только в одну из цилиндрических поляриза-
ций. Решёточные преобразователи также делаются 
отдельно для преобразования линейной поляризации 
в радиальную [4] либо азимутальную [5]. 

Эффективное преобразование (практически без 
энергетических потерь) обеспечивает лишь вариант с 
полуволновыми пластинками. Понятно, что плёноч-
ный преобразователь имеет эффективность в лучшем 
случае 50 %. У преобразователя на основе субволно-
вых решёток эффективность и, следовательно, поляри-

зационный контраст меняются в зависимости от угла 
поворота плоскости поляризации. Так, в работе [5] по-
ляризационный контраст менялся по секторам от 
185:1 до 6:1, что, конечно, не отвечает даже самым 
минимальным требованиям. Следует также отметить, 
что это свойство изменения эффективности теоретиче-
ски следует из самого механизма работы субволновых 
решёток и не может быть устранено никаким услож-
нением и без того достаточно сложной технологии их 
изготовления. Понятно, что и размер таких решёток 
при современном состоянии технологической базы не 
может превышать десятых долей миллиметра. 

Для решёток, собранных из полуволновых пла-
стин и из поляризационной плёнки, основным факто-
ром, ухудшающим качество сформированных пучков 
и, соответственно, усложняющим технологию изго-
товления, является неточная стыковка секторов. Зазо-
ры и перекосы между секторами приводят к появле-
нию высокочастотных шумов в виде дифракционных 
полос (особенно в ближней зоне) и к дополнитель-
ным нарушениям аксиальной симметрии сформиро-
ванных пучков. Изначальное нарушение осевой сим-
метрии определяется ограниченностью числа секто-
ров (обычно их не более 8). 

В работах [1 – 3] для борьбы с указанными явле-
ниями применяют низкочастотную пространствен-
ную фильтрацию полученного пучка при помощи те-
лескопической системы с точечной диафрагмой в фо-
кусе. Это приводит к значительным потерям энергии, 
хотя дискретность из-за ограниченности числа секто-
ров всё равно частично сохраняется. 

Кардинальным решением, устраняющим этот не-
достаток, является изготовление секторной пластинки 
в виде одного двулучепреломляющего кристалла, на 
поверхности которого сектора формируются путём 
создания микрорельефа. При этом вместо стыков сек-
торов появляется ступенька, которая вносит гораздо 
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меньше искажений, чем стык двух отдельных пла-
стин. По сути, как и в [4, 5], преобразователь реализу-
ется по технологии ДОЭ [6], но в отличие от [4, 5] сек-
тора работают как кристаллические пластинки, и, 
следовательно, полностью устраняются все недостат-
ки субволновых решёток. 

ДОЭ для преобразования поляризации, выполнен-
ный на подложке из двулучепреломляющего материа-
ла, впервые был предложен в работе [7]. Однако ДОЭ 
[7] реализовывал принципиально другой подход к 
формированию неоднородных поляризаций [8], осно-
ванный на интерференции пары лазерных мод. Такой 
ДОЭ производит моду ГЭ (0, 1) в обыкновенном и ГЭ 
(1, 0) в необыкновенном лучах, которые формируются 
на определённом расстоянии. Далее моды подвергают-
ся дополнительному фазовому преобразованию при 
помощи второго ДОЭ, после чего получается радиаль-
но-поляризованная мода R-TEM(0,1). В качестве недос-
татков метода следует, прежде всего, отметить высо-
кую технологическую сложность изготовления много-
уровневого ДОЭ с максимальной высотой рельефа в 
несколько длин волн на кварцевой подложке. Видимо, 
по указанной причине в работе [7] отсутствует натур-
ный эксперимент с предложенным ДОЭ. 

Другой вариант ДОЭ на двулучепреломляющем 
кристалле предложен в работах [9, 10] для формиро-
вания радиально- и азимутально-поляризованных 
пучков. Такой ДОЭ представляет собой многоуров-
невую спиральную фазовую пластинку, причём на 
полной высоте рельефа значение разности хода 
обыкновенного и необыкновенного лучей должно со-
ставлять 2λ. Даже для материала с высокой анизотро-
пией, примененного в работе [10], это около 11 мкм. 
Таким образом, подход [9, 10] страдает теми же недос-
татками, что и подход [7]. Кроме того, использование 
элемента [10] сопряжено с применением иммерсион-
ной кюветы из плавленого кварца со специальным ге-
лем и дополнительными двумя четвертьволновыми и 
двумя полуволновыми кристаллическими пластинка-
ми в оптической схеме.  

Следует отметить, что существует и другой меха-
низм формирования неоднородных поляризаций в 
анизотропных кристаллах [11 – 13], не связанный с 
нанесением микрорельефа на поверхность кристалла. 
Однако этот механизм работает лишь в условиях не-
параксиальных падающих пучков специального вида, 
которые также получают при помощи отдельных 
ДОЭ.  

В настоящей работе рассматривается изготовле-
ние и исследование четырёхсекторного преобразова-
теля поляризации на едином кристалле кальцита с 
интегрированным на его поверхности ДОЭ, реали-
зующим пару полуволновых пластин.  

1. Основные параметры и технология изготовления 
поляризационного преобразователя 

В данном параграфе обоснованы основные пара-
метры и описана технология изготовления предло-
женного элемента. Прежде всего, надо определиться 

с геометрическими параметрами и материалом для 
создания преобразователя. 

Как легко понять, единый анизотропный одноосе-
вой кристалл имеет одну ось и дает возможность соз-
дания только четырёхсекционного преобразователя. 
При этом в двух секторах должны быть созданы по-
луволновые пластинки. Простые расчёты показыва-
ют, что для создания необходимой разности хода в 
видимом диапазоне длин волн ступенька на кристал-
лическом кварце должна быть более 30 мкм. Такая 
величина является абсолютно неприемлемой с точки 
зрения как технологии, так и качества формируемого 
пучка, поэтому необходим материал с гораздо боль-
шей анизотропией, чем кварц. Таких доступных ма-
териалов всего два – это кальцит и ниобат лития. Как 
показали дальнейшие исследования, травление нио-
бата лития на необходимую глубину реализовать 
весьма сложно, а вот кальцит при необходимой глу-
бине травления около 2 мкм вполне пригоден. 

Для создания микрорельефа секторной пластины в 
кристалле CaCO3 использовалось травление в раство-
ре динатриевой соли этилендиаминтетрауксусной ки-
слоты (C10H14N2Na2O8, трилон Б). Данный процесс 
обеспечивает относительно высокую скорость трав-
ления при сохранении высокого качества полировки 
обрабатываемой поверхности. Химическая реакция 
происходит с образованием растворимой соли:  

ТрБ-2Na  +  CaCO3    →   ТрБ-Ca  +   Na2CO3 . 
Для приготовления травящего раствора в 45 мл 

деионизированной воды при температуре 60 °С рас-
творялось 10 г трилона Б, что соответствует теорети-
ческому пределу растворимости при данной темпера-
туре. Весь процесс травления производился с под-
держанием данной температуры с помощью термо-
столика с программным управлением. 

Травление кристалла CaCO3 по заданному фото-
шаблону обеспечивала фоторезистивная маска, для 
получения которой использовалась оптическая лито-
графия. В качестве основы маски был выбран пози-
тивный фоторезист ФП-2512 вследствие его повышен-
ной химической стойкости и возможности получения 
масок относительно высокой толщины. Литографиче-
ский процесс состоял из следующих этапов: 

1) очистка исходного кристалла в IPA с последу-
ющим промыванием в деионизированной воде; 

2) нанесение фоторезиста методом центрифугиро-
вания на скорости 1500 об/мин., что обеспечи-
ло толщину слоя резиста около 1,5 мкм; 

3) сушка фоторезиста на термостолике при темпе-
ратуре 130 °С в течение 2 минут; 

4) экспонирование через контактную маску свето-
диодным источником с длиной волны 405 нм; 

5) проявление в УПФ-1Б (на основе щелочи) в те-
чение 30 секунд.  

Для предотвращения травления обратной стороны 
кристалла после формирования фоторезистивной 
маски на неё была нанесена самоклеящаяся поли-
амидная пленка с высокой адгезией. 
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На начальном этапе травления через малые интер-
валы времени с помощью интерферометрии белого 
света было произведено несколько контрольных из-
мерений глубины травления для оценки скорости и 
стабильности процесса травления. Для этого кристалл 
погружался в ранее приготовленный раствор трило-
на Б на одну минуту, после чего производилось изме-
рение перепада высот между протравленным и мас-
кированными участками с учётом толщины слоя фо-
торезиста. Таким образом, была определена скорость 
травления 0,27 мкм / мин. Дальнейшее травление кри-
сталла осуществлялось с учётом полученной скорости. 
По окончании процесса растворения с кристалла меха-
нически удалялась плёнка полиамида. Фоторезистив-
ная маска удалялась путём растворения в ацетоне с по-

следующей промывкой в изопропиловом спирте и 
деионизированной воде. Профилограмма полученной 
ступеньки приведена на рис. 1. На ней видно, что глу-
бина травления составила около 2360 нм при толщине 
самой пластинки около 1,5 мм. Качество травлёной и 
нетравлёной поверхностей вполне сравнимо. Размер 
пластинки – 15×15 мм. Ширина зоны растрава состав-
ляет около 40 мкм. Такая относительно большая вели-
чина объясняется разностью скоростей травления 
вдоль и поперек оси кристалла. Вопрос оптимизации 
величины зоны растрава может быть предметом от-
дельного исследования. Однако зона растрава в лю-
бом случае намного меньше, чем ширина стыков по-
луволновых пластин при сборке преобразователя из 
отдельных фрагментов [14].  

 
Рис. 1. Профилограмма ступеньки на кристалле кальцита 

Для сравнения на рис. 2 приведена фотография 
под микроскопом типичного стыка двух секций вось-
мисекторной пластинки на основе полуволновых пла-
стинок мультипорядка [14]. Напомним, что в процессе 
отработки технологии нарезки секторов выяснилось, 
что обычная технология лазерной резки (термораска-
лывание) для произвольной ориентации реза относи-
тельно оси кристалла не обеспечивает высокого каче-
ства реза (поверхности реза могут отклоняться от стро-
гой перпендикулярности по отношению к поверхности 
пластинок). В результате резку секторов осуществляли 
штрипсовой пилой, но и она не дала нужного качества 
реза. На рис. 2 видно, что промежуток между пласти-
нами составляет около 180 мкм. Края пластин также 
имеют местные дефекты до 50 мкм в ширину. 

 
Рис. 2. Микрофотографии типичного стыка двух секций 
восьмисекторной пластинки на основе полуволновых 

пластинок мультипорядка [14] 
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2. Экспериментальное исследование 
интегрированной на кристалле  

секторной пластины 
Рассмотрим теперь, как работает созданный пре-

образователь поляризации. Очевидно, что разность 
хода между обыкновенным и необыкновенным лу-
чом при отсутствии интерферометрического кон-
троля толщины пластины заранее неизвестна. По-
этому наилучшим решением для испытания пласти-
ны является экспериментальный подбор длин волн, 
на которых получается ортогональное поляризаци-
онное состояние пар расположенных по диагонали 
секторов. Понятно, что даже в видимом диапазоне 
таких длин волн будет большое количество, посколь-
ку при изменении длины волны происходит периоди-
ческое изменение разности фаз по модулю 2π. 

На рис. 3 приведены несколько распределений ин-
тенсивности света, прошедшего через преобразова-
тель без анализатора и с анализатором для разных 
длин волн λ на расстоянии 50 мм от преобразовате-
ля. Для подбора длины волны использовался пере-
страиваемый лазер EKSPLA NT-200, который обеспе-
чивает шаг изменения длины волны 0,1 нм. На рисунке 
хорошо видно, что для красного света полупериод 
трансформации полуволновой пластины составляет 
0,4 нм, а для жёлтого – 0,3 нм. 

Сравнение результатов с полученными в работе [14] 
в ближней зоне показывает существенное улучшение 
качества пучка по всем параметрам. Так, пятна от раз-
ных секторов теперь расположены почти вплотную в 
отличие от [14], где они располагались раздельно при 
таком же расстоянии плоскости наблюдения. 

 

λ, нм Без анализатора С анализатором 

600,3 

  

600,7 

  

586,4 

  

586,7 

  

Рис. 3. Распределения интенсивности, сформированные четырёхсекционной пластинкой 
при различных длинах волн. Размер изображений – 3×4 мм 

Заключение 
В работе проведено исследование нового метода 

изготовления секторных пластин для преобразования 
поляризационного состояния пучков. Разработана и 
реализована технология травления кристалла кальци-
та для интегрирования в него секторного преобразо-
вателя поляризации. Показано, что стыки секторов 
при травлении кристалла кальцита получаются суще-
ственно качественнее, чем стыки секторов отдельных 

фрагментов волновых пластин. Реализован и экспе-
риментально исследован четырёхсекторный преобра-
зователь поляризации, обеспечивающий попарное ор-
тогональное поляризационное состояние секторов. 
Произведён подбор длин волн, при которых происхо-
дит нужное преобразование. Экспериментально пока-
зано, что квазипериодическое повторение условий 
соответствия фазовой задержки ускоряется при 
уменьшении длины волны. 
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Abstract 
A new approach to the implementation of sectorial plates for beam polarization conversion is 

proposed. Using a newly developed  etching technology, a four-sector polarization converter inte-
grated into a calcite crystal is implemented. A four-sector polarization converter, which provides a 
pairwise orthogonal polarization state of the sectors, is fabricated and experimentally character-
ized. A comparison is made of inter-sector joints of the integrated converter with those of a con-
verter composed of individual wave-plate fragments. Analysis of the spectral properties of such a 
converter is carried out, wavelengths at which the necessary polarization conversion takes place 
are determined. The quasi-periodic repetition of phase matching conditions is experimentally 
shown to slow down  with increasing wavelength. 

Keywords: inhomogeneous polarization, sector polarizing plate, the quality of sector coupling, 
the spectral method for selecting the phase matching condition.  
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ОБРАТНЫЙ ПОТОК ЭНЕРГИИ ДЛЯ ОПТИЧЕСКОГО ВИХРЯ  
С ПРОИЗВОЛЬНЫМ ЦЕЛЫМ ТОПОЛОГИЧЕСКИМ ЗАРЯДОМ 

В.В. Котляр1,2, А.А. Ковалёв1,2, А.Г. Налимов1,2 
1 Самарский национальный исследовательский университет имени академика С.П. Королёва, Самара, Россия, 

2 Институт систем обработки изображений РАН – филиал ФНИЦ «Кристаллография и фотоника» РАН, Самара, Россия 

Аннотация 
Для произвольного оптического вихря с целым топологическим зарядом m и круговой 

поляризацией получены явные выражения для всех проекций векторов напряженности 
электрического и магнитного поля вблизи фокуса, а также выражения для интенсивности 
(плотности энергии) и потока энергии (проекции вектора Пойнтинга) в плоскости фокуса в 
апланатической оптической системе. Из полученных выражений следует, что вблизи  опти-
ческой оси в плоскости фокуса оптического вихря c m > 2 и левой круговой поляризацией 
обратный поток энергии на самой оптической оси равен нулю и растет по модулю как сте-
пень 2(m – 2) радиальной координаты. Также из полученных формул следует, что вблизи 
плоскости фокуса обратный поток энергии вращается вокруг оптической оси. 

Ключевые слова: обратный поток, оптический вихрь, вращающиеся пучки, вектор Умо-
ва – Пойнтинга. 

Цитирование: Котляр, В.В. Обратный поток энергии для оптического вихря с произ-
вольным целым топологическим зарядом / В.В. Котляр, А.А. Ковалёв, А.Г. Налимов // Ком-
пьютерная оптика. – 2018. – Т. 42, № 3. – С. 408-413. – DOI: 10.18287/2412-6179-2018-42-3-
408-413. 

Введение 
Начиная с работы [1], стало известно об обратном 

потоке энергии при распространении светового поля в 
свободном пространстве. В местах обратного потока 
продольная компонента вектора Пойнтинга принимает 
отрицательные значения. Этому явлению в оптике по-
священо относительно немного работ [1 – 10]. В [1] по-
казано, что при фокусировке плоской волны с линей-
ной поляризацией с помощью апланатической системы 
в плоскости фокуса в области первого тёмного кольца 
интенсивности имеется область, в которой поток све-
товой энергии направлен в обратную сторону по от-
ношению к направлению распространения падающей 
плоской волны. В [2] теоретически было показано на-
личие отрицательного значения продольной состав-
ляющей вектора Пойнтинга на оптической оси у ли-
нейной комбинации двух пучков Бесселя m-го порядка 
с ТЕ- и ТМ-поляризациями. В [3] рассмотрена практи-
чески реализуемая ситуация (фокусировка с помощью 
апланатической системы) и теоретически и численно 
показано, что при фокусировке моды Лагерра – Гаусса 
порядка (0, m) = (0, 2) и левой круговой поляризации 
(σ = –1) на оптической оси в фокусе у продольной про-
екции вектора Пойнтинга имеются отрицательные зна-
чения. В [4] рассмотрена суперпозиция двух произ-
вольных световых полей, у которых разные проекции 
волнового вектора на продольную ось. Показано, что у 
таких световых полей имеют место локальные облас-
ти, в которых продольная компонента силы, дейст-
вующей на микрочастицу, направлена против волново-
го вектора светового пучка. В [5] численно показано 
наличие обратного потока на оптической оси в фокусе 
вихревой металинзы. В [6] численно показано наличие 
обратного распространения энергии в векторном пучке 
Бесселя с дробным топологическим зарядом. Такой 
световой пучок фактически является линейной комби-

нацией счётного числа обычных мод Бесселя. В [7] 
теоретически получены выражения для плотности век-
тора Пойнтинга для векторных Х-пучков и необходи-
мые условия для появления обратного потока энергии. 
В [8] численно показано наличие обратного течения 
энергии в непараксиальном ускоряющемся 2D-пучке 
Эйри. В [9] теоретически с помощью локального вол-
нового вектора рассматриваются условия, которые 
нужно наложить на световое поле, чтобы оно локально 
имело обратное распространение (или имел место об-
ратный поток энергии). В [10] численно показано, что в 
вихревом поле с круговой поляризацией, сформирован-
ном спиральной зонной пластинкой, вблизи оптиче-
ской оси имеет место обратный поток световой энер-
гии. Кроме того, известны теоретические работы по 
изучению свойств вектора Пойнтинга и вектора орби-
тального углового момента в произвольных и вихре-
вых скалярных и векторных световых полях [11 – 14]. В 
[11] исследуются параксиальные вихревые пучки с не-
сколькими фазовыми сингулярностями в поперечном 
сечении пучка. В [12] найдены спиральные траектории 
потока энергии для пучков Бесселя и Лагерра – Гаусса, 
а в [13] исследуется «оптический ток» (optical current) 
в вихревых пучках. 

В данной работе получены общие формулы для 
проекций электрического и магнитного полей произ-
вольного оптического вихря с целым топологическим 
зарядом и круговой поляризацией вблизи фокуса 
апланатической системы, а также выражения для ин-
тенсивности и проекций вектора Пойнтинга в плоско-
сти фокуса. Теоретически показано, что при любом 
m > 2 вблизи оптической оси в плоскости фокуса оп-
тического вихря с левой круговой поляризацией име-
ет место обратный поток энергии, который возрастает 
по модулю как степень радиальной переменной и 
вращается вокруг оптической оси по спирали при 
распространении. 
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Распределение интенсивности  
в плоскости фокуса оптического вихря 

Рассмотрим с помощью формул Ричардса – Вольфа 
[1] интенсивность и поток энергии (проекции вектора 
Пойнтинга) в плоскости острого фокуса произвольного 
оптического вихря с круговой поляризацией, сфокуси-
рованного апланатической системой. Выражения для 
трёх проекций вектора напряжённости электрического 
поля оптического вихря в области фокуса были получе-
ны в [14]. Ниже мы приведём также три проекции век-
тора напряжённости магнитного поля, выражение для 
интенсивности и для трёх проекций вектора Пойнтинга. 
Для напряжённости электрического поля с круговой по-
ляризацией E = Exex

 + iσEyey, где ex, ey – единичные век-
тора вдоль декартовых координат, будем считать, что 
при σ = 1 – правая поляризация, а при σ = –1 – левая по-
ляризация, следуя [14]. Для оптического вихря с топо-
логическим зарядом m и произвольной функцией апо-
дизации зрачка (действительная функция Am(θ)) 

( )( , ) ( ) expm mA A imθ ϕ = θ ϕ , (1) 

где (θ, ϕ) – углы, задающие точку на сходящемся сфе-
рическом волновом фронте, запишем проекции элек-
трического вектора E вблизи фокуса в апланатиче-
ской системе в цилиндрических координатах (r, ϕ, z), 
следуя [14]: 
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где B = kf / 2, α = arcsin (NA), x = kr sin θ, γ± = (1 ± σ) / 2, 
Jν(x) – функция Бесселя, k – волновое число света, f – 
фокусное расстояние апланатической системы с чи-
словой апертурой NA. 

На основе (2) можно записать выражение для ин-
тенсивности в плоскости фокуса (z = 0) произвольного 
оптического вихря (1): 

( )
( ) ( )2 2 2 2 2

0, 2, 2 1, 1 2, 2 1, 1

, , 0

2 2 2 .

m

m m m m m

I r z

I I I I I+ + + − − −

ϕ = =

⎡ ⎤= + γ + + γ +⎣ ⎦
(4) 

Из (4) видно, что распределение интенсивности в 
плоскости фокуса имеет осевую симметрию, так как 

не зависит от азимутального угла ϕ. И так как у инте-
гралов Ip,q, входящих в (3) и (4), второй индекс пока-
зывает порядок функции Бесселя, то из (4) можно за-
ключить, что на оптической оси (r = 0) интенсивность 
будет равна нулю при любом m > 2. При m = 1,2 на оп-
тической оси интенсивность оптического вихря с ле-
вой круговой поляризацией (σ = –1) будет отлична от 
нуля. Но в обоих случаях (m = 1,2) световой поток не 
будет распространяться вдоль положительного на-
правления оптической оси: при m = 1 поток энергии 
на оси будет нулевой, а при m = 2 – обратный.  

Продольная проекция вектора Пойнтинга  
в фокусе оптического вихря 

Чтобы доказать наличие обратного потока в фокусе 
оптического вихря с произвольным целым топологи-
ческим зарядом m ≠ 0, приведём выражения для трёх 
проекций вектора напряжённости магнитного поля: 

1 ( 1)
0, 1,

1 ( 1)
1,

( 2)
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С помощью (2), (3), (5) и (6) найдём продольную 
проекцию вектора Пойнтинга [1] S = c Re [E×H] / (8π)  
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( )* *Re
8z x y y x
cS E H E H= −
π

, (7) 

с точностью до константы c / 8π, где c – скорость света 
в вакууме, Re(...) – действительная часть числа, в 
плоскости фокуса (z = 0): 

( )0, 0, 1,

2, 2 2, 2 1, 1, 1

2, 2 2, 2 1, 1, 1

2

2( 1)2

2( 1)2 .

mz m m m

m m m m

m m m m

S I I I

mI I I I
kr

mI I I I
kr

+ + + +

− − − −

= + +

+⎛ ⎞+ γ + − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

−⎛ ⎞+ γ + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (8) 

Из (8) видно, что продольный поток энергии имеет 
круговую симметрию. Наличие в (8) слагаемых с от-
рицательными знаками показывает, что в плоскости 
фокуса можно найти локальные области, в которых 
продольная проекция вектора Пойнтинга будет отри-
цательной. Интересно выяснить, может ли эта локаль-
ная область располагаться вблизи оптической оси.  

Обратный поток энергии  
вблизи оптической оси в плоскости фокуса 
Из (8) следует, что при m = 1 продольный поток 

энергии оптического вихря с левой круговой поляри-
зацией 

( ) ( )1 0,1 0,1 1,1 2,1 2,1 1,12zS I I I I I I−
⎡ ⎤= + + −⎣ ⎦  (9) 

на оптической оси (r = 0) равен нулю, а при m = 2 про-
дольный поток для левой круговой поляризации 

( )2 0,2 0,2 1,2 2,0 2,0 1,2 1,1
22zS I I I I I I I
kr−

⎡ ⎤⎛ ⎞= + + + −⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠⎣ ⎦

(10) 

на оптической оси обратный: 
2

2

2 1/ 2
2

0

( 0, 0)

2 sin cos ( ) (1 cos )d 0.

z

a

S r z

B A

− = = =

⎛ ⎞
= − θ θ θ − θ θ ≤⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫

 (11) 

То есть вблизи оптической оси поток энергии (10) 
распространяется в обратном направлении по отно-
шению к падающему потоку энергии. При m = 3 вме-
сто (10) получим: 

( )3 0,3 0,3 1,3 2,1 2,1 1,3 1,2
42zS I I I I I I I
kr−

⎡ ⎤⎛ ⎞= + + + −⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠⎣ ⎦

.(12) 

Из (12) следует, что вблизи оптической оси 
(kr << 1) в плоскости фокуса имеет место обратный 
поток энергии, который на самой оси равен нулю и 
возрастает по модулю квадратично с ростом радиаль-
ной переменной r: 

( )
2 2

3

2

2 1/2
3

0

( )0
2

sin cos ( ) (1 cos )d 0.
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a

B krS r

A

− → ≈ − ×

⎛ ⎞
× θ θ θ − θ θ <⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠
∫

 (13) 

Из сравнения (11) и (13) видно, что обратный по-
ток при m = 3 примерно в 3–4 меньше, чем для m = 2. 

Далее приведём выражение, аналогичное (11) и (13), 
для оптического вихря с левой круговой поляризаци-
ей и произвольным целым топологическим зарядом. 
Вблизи оптической оси (kr << 1) в плоскости фокуса 
для продольной проекции вектора Пойнтинга имеет 
место приближённое выражение: 

( )
( )

2 2( 2)

22( 2)

2

1 1/ 2
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2 2 !

sin cos ( )(1 cos )d 0.
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 (14) 

Из (14) видно, что при любом целом m > 2 на оп-
тической обратный оси поток равен нулю, а вблизи 
оси с ростом радиальной переменной обратный поток 
растёт по модулю как степень 2(m – 2) радиальной пе-
ременной. 

Поперечные составляющие вектора Пойнтинга  
в плоскости фокуса 

Можно показать, что поперечный поток энергии 
(как прямой, так и обратный) у оптического вихря с 
левой круговой поляризацией вблизи плоскости фо-
куса вращается. Для этого найдём поперечные со-
ставляющие вектора Пойнтинга: 

( )sin , ( ) cos ,x m y mS Q r S Q r− −= − ϕ = ϕ  (15) 
где  

( )( )0, 2, 2 2, 1 3, 1

1, 1 0, 2, 2 1, 1

( )

2( 1)2 .

m m m m m

m m m m

Q r I I I I

mI I I I
kr

− − −

− − −

= + + +

−⎛ ⎞+ − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (16) 

Из (15) видно, что в плоскости фокуса поток энер-
гии вращается вокруг оптической оси по часовой или 
против часовой стрелки, в зависимости от знака функ-
ции Qm(r). Вблизи плоскости фокуса поток энергии бу-
дет вращаться по спирали. Можно показать, что для 
m = 2 и m = 3 и левой круговой поляризации обратный 
поток энергии будет распространяться вдоль оптиче-
ской оси по спирали, вращаясь против часовой стрел-
ки. Например, при m = 2 вместо (16) получим: 

( )( )2 0,2 2,0 2,1 3,1

1,1 0,2 2,0 1,1

( )

22 .

Q r I I I I

I I I I
kr

= + + +

⎛ ⎞+ − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (17) 

Заменяя в (17) функции Бесселя, входящие в инте-
гралы (3) и (6), первыми членами ряда Тейлора, вбли-
зи оптической оси (kr << 1) вместо (17) получим при-
ближённое выражение: 

2

2 1/2
2
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3 1/ 2
2

0

( 0)

( ) sin cos ( )(1 cos )d

sin cos ( )d 0.

a

a

Q r

kr B A

A

→ ≈

≈ θ θ θ − θ θ ×

× θ θ θ θ >

∫

∫

 (18) 

При a < π / 2 и A2(θ) > 0 выражение (18) положи-
тельное, и, значит, поперечный поток энергии для оп-
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тического вихря с m = 2 вблизи оптической оси вра-
щается против часовой стрелки. 

Моделирование FDTD-методом дифракции 
оптического вихря на зонной пластинке Френеля 
Мы провели моделирование острой фокусировки 

оптического вихря зонной пластинкой FDTD-методом. 
На рис. 1 показаны распределения фазы составляющих 
Ex и Ey падающего вихревого светового поля при m = 2 
и m = 3 с левой круговой поляризацией, а также фаза 
зонной пластинки Френеля (черные кольца – фаза 0, 
белые кольца – фаза π). Зонная пластинка размером 
10 × 10 мкм в материале с показателем преломления 
1,5 и с глубиной бинарного рельефа 532 нм фокусиру-

ет падающее поле с длиной волны λ = 532 нм на рас-
стоянии λ. На рис. 2 показаны распределения продоль-
ной составляющей вектора Пойнтинга в фокальной 
плоскости (z = λ) при m = 2 (рис. 2a) и m = 3 (рис. 2б), а 
также сечения продольной составляющей вектора 
Пойнтинга вдоль оси x (рис. 2в) и распределения ин-
тенсивности при m = 2 (рис. 2г) и m = 3 (рис. 2д). 
Рис. 2a – д подтверждают наличие обратного потока 
световой энергии вблизи фокуса и оптической оси (или 
на самой оптической оси при m = 2). Стрелки на 
рис. 2г, д показывают прямой и обратный поток энер-
гии вблизи оптической оси, вращающийся вокруг оп-
тической оси по спирали против часовой стрелки. 

a)   б)   в)   г)   д)  
Рис. 1. Распределения фазы составляющих Ex (a, в)  

и Ey (б, д) падающего поля при m = 2 (a, б) и при m = 3 (в, г) соответственно, а также фаза зонной пластинки Френеля, 
осуществляющей острую фокусировку оптического вихря (д) 

a)       б)  

в)     г)     д)  
Рис. 2. Распределения продольной составляющей вектора Пойнтинга при m = 2 (a) и m = 3 (б) в фокальной плоскости (z = λ), 

сечения продольной составляющей вектора Пойнтинга вдоль оси x при m = 2 (сплошная кривая)  
и m = 3 (пунктирная кривая)(в), и распределения интенсивности при m = 2 (г) и m = 3 (д), стрелками показаны  

поперечные направления вектора Пойнтинга. Размер областей на рисунках г, д равен 2×2 мкм 

Заключение 
В работе получены общие формулы для интенсив-

ности и потока энергии вблизи фокуса для произвольно-
го оптического вихря с топологическим зарядом m и 

круговой поляризацией, сфокусированного идеальной 
сферической линзой (апланатической системой). На ос-
нове этих формул было показано, что при m > 2 и левой 
круговой поляризации (σ = –1) вблизи оптической оси 
световая энергии распространяется по спирали в обрат-
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ном направлении. Причём на самой оси при m > 2 об-
ратный поток равен нулю, а вблизи оси растёт по моду-
лю с ростом радиальной переменной как её 2(m – 2)-я 
степень. Поведение обратного потока световой энергии 
вдоль спирали вокруг оптической оси вблизи фокуса 
был подтверждено FDTD-моделированием острой фо-
кусировки оптического вихря с круговой поляризацией 
с помощью фазовой зонной пластинки Френеля с чи-
словой апертурой, близкой к 1. Понятно, что для опти-
ческих вихрей с отрицательным топологическим заря-
дом m < 0 обратный поток энергии вблизи оптической 
оси и вблизи фокуса будет иметь место для правой кру-
говой поляризации (σ = 1). Полученные соотношения 
позволяют быстро и качественно анализировать поведе-
ние интенсивности и потока энергии произвольного оп-
тического вихря вблизи острого фокуса. Микрочастица, 
захваченная близи оптической оси такого острого фоку-
са, будет двигаться в обратном направлении, демонст-
рируя эффект «оптического трактора» [15, 16]. 
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BACKWARD FLOW OF ENERGY FOR AN OPTICAL VORTEX WITH ARBITRARY INTEGER 
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Abstract  
We analyze the sharp focusing of an arbitrary optical vortex with the integer topological charge m 

and circular polarization in an aplanatic optical system. Explicit formulas to describe all projections of 
the electric and magnetic fields near the focal spot are derived. Expressions for the near-focus intensity 
(energy density) and energy flow (projections of the Pointing vector) are also derived. The expressions 
derived suggest that for a left-hand circularly polarized optical vortex with m > 2, the on-axis backward 
flow is equal to zero, growing in the absolute value as a power 2(m – 2) of the radial coordinate. These 
relations also show that upon the negative propagation, the energy flow rotates around the optical axis. 
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ПРОСТРАНСТВЕННЫЙ СПЕКТР СИГНАЛА КОГЕРЕНТНОСТИ ПРИ ДЕФОКУСИРОВКЕ 
ИЗОБРАЖЕНИЯ ОБЪЕКТА В ЦИФРОВОЙ ГОЛОГРАФИЧЕСКОЙ МИКРОСКОПИИ 

С ЧАСТИЧНО ПРОСТРАНСТВЕННО КОГЕРЕНТНЫМ ОСВЕЩЕНИЕМ 
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Аннотация 
Рассматривается эффект уменьшения модуля пространственного спектра сигнала коге-

рентности на высоких пространственных частотах при оптической дефокусировке изобра-
жения объекта в цифровой голографической микроскопии на пропускание с квазимонохро-
матическим частично пространственно когерентным освещением. Представлено теоретиче-
ское описание эффекта и результаты численного моделирования его проявления для точеч-
ного рассеивающего объекта. Проведено экспериментальное исследование эффекта в ла-
зерном частично пространственно когерентном излучении, формируемом с использованием 
движущегося рассеивателя, для объекта в виде слоя квазиточечных рассеивателей. Пред-
ставлено сравнение результатов эксперимента с результатами численного моделирования, 
выполненного на основании теории, и показана высокая степень сходства эксперименталь-
ных результатов с теоретическими. 

Ключевые слова: интерференционная микроскопия, цифровая голографическая микро-
скопия, визуализация, численная фокусировка, пространственный спектр голограммы, час-
тичная когерентность, частично пространственно когерентное освещение. 

Цитирование: Клычкова, Д.М. Пространственный спектр сигнала когерентности при 
дефокусировке изображения объекта в цифровой голографической микроскопии с частично 
пространственно когерентным освещением / Д.М. Клычкова, В.П. Рябухо // Компьютерная 
оптика. – 2018. – Т. 42, № 3. – С. 414-423. – DOI: 10.18287/2412-6179-2018-42-3-414-423. 

Введение 
Цифровая голографическая микроскопия (ЦГМ) в 

настоящее время является одним из наиболее пер-
спективных методов количественной фазовой визуа-
лизации и позволяет измерять оптическую толщину 
микрообъектов с точностью до долей длины волны, 
проводить численную фокусировку восстанавливае-
мых изображений, а также устранять искажения в 
изображениях, вызываемые другими аберрациями 
оптической системы [1 – 11]. 

В ЦГМ чаще всего используется квазимонохрома-
тическое пространственно когерентное излучение с 
большой длиной продольной когерентности, что при 
наличии частиц пыли, царапин и т.п. на оптических 
элементах приводит к возникновению интермодуляци-
онных когерентных шумов – спекл-модуляции – в ре-
гистрируемом интерференционном сигнале – в цифро-
вой голограмме и, как следствие, в восстанавливаемом 
сигнале – в изображении визуализируемого объекта. 
Эффективное снижение когерентных шумов возможно 
при помощи использования на этапе записи голограм-
мы частично пространственно когерентного освеще-
ния [12 – 15]. Однако, как показано теоретически в 
[16], при записи голограмм как в осевой, так и во вне-
осевой ЦГМ на пропускание использование частично 
пространственно когерентного освещения, в отличие 
от использования полностью пространственно коге-
рентного освещения, должно приводить к уменьше-
нию модуля пространственного спектра сигнала коге-
рентности в цифровой голограмме на высоких про-
странственных частотах при увеличении оптической 
дефокусировки изображения объекта на этапе записи 

голограммы. Это может приводить к снижению попе-
речного разрешения восстанавливаемых с голограммы 
численно сфокусированных изображений и, как след-
ствие, к уменьшению возможного диапазона числен-
ной перефокусировки, который служит важным пара-
метром при визуализации микрообъектов в объеме 
контролируемой среды (например, при визуализации 
биологических клеток в растворе). 

Для подтверждения теоретических выводов, пред-
ставленных в [16], в данной работе поставлена задача 
экспериментального обнаружения и исследования 
эффекта уменьшения модуля пространственного 
спектра сигнала когерентности на высоких простран-
ственных частотах при оптической дефокусировке 
изображения объекта в ЦГМ на пропускание с квази-
монохроматическим частично пространственно коге-
рентным освещением и сравнения результатов экспе-
римента с результатами численного моделирования, 
выполненного на основании теории. 

1. Подход к исследованию 
В линейном режиме работы матричного фотоде-

тектора сигнал ЦГМ (цифровую голограмму) можно 
считать пропорциональным пространственному рас-
пределению интенсивности I (x, y) интерференцион-
ного поля, образовавшегося в результате наложения 
объектного VS (x, y) и опорного VR (x, y) полей в плос-
кости регистрации. Распределение интенсивности 
I (x, y) можно записать в форме интерференционного 
уравнения [17, 18] в следующем виде [16, 19]: 

*( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )S RI x y I x y I x y x y x y= + + Γ + Γ , (1) 
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где IS (x, y), IR (x, y) – пространственные распределения 
интенсивностей объектного и опорного полей в плос-
кости регистрации, Г(x, y) = 〈VS (x, y)VR

*(x, y)〉 – функ-
ция одновременной взаимной когерентности объект-
ного и опорного полей [18], 

0

1( , ) ( ; , )d
2

I x y I x y
∞

= ω ω
π ∫ , (2) 

0

1( , ) ( ; , ) d
2

x y x y
∞

Γ = Γ ω ω
π ∫ , (3) 

*

( ; , ) ( ; , ) ( ; , )
( ; , ) ( ; , ) ,

S RI x y I x y I x y
x y x y

ω = ω + ω +
+ Γ ω + Γ ω

 (4) 

*( ; , ) ( '; , ) 2 ( ') ( ; , )R R RV x y V x y I x yω ω = πδ ω − ω ω , (5) 
*( ; , ) ( '; , ) 2 ( ') ( ; , )S S SV x y V x y I x yω ω = πδ ω − ω ω , (6) 
*( ; , ) ( '; , ) 2 ( ') ( ; , )S RV x y V x y x yω ω = πδ ω − ω Γ ω , (7) 

ω или ω′ – круговая временная частота, Г(ω; x, y) – 
взаимная спектральная плотность объектного и опор-
ного полей в точке (x, y), IS (ω; x, y) и IR (ω; x, y) – спек-
тральные плотности объектного и опорного полей в 
точке (x, y), VS (ω; x, y) и VR (ω; x, y) пропорциональны 
распределениям комплексной амплитуды квазимоно-
хроматических компонент объектного и опорного по-
лей в плоскости регистрации, угловые скобки 〈...〉 оз-
начают усреднение по ансамблю реализаций полей, 
которое для эргодических полей эквивалентно усред-
нению по времени, реализуемому фотодетектором в 
силу его временной инерционности. Из формул (2) и 
(3) следует, что интенсивность квазимонохроматиче-
ского поля можно считать пропорциональной спек-
тральной плотности поля: I (x, y) ~ I (ω; x, y), а функ-
цию одновременной взаимной когерентности объект-
ного и опорного полей – пропорциональной взаимной 
спектральной плотности: Г (x, y) ~ Г (ω; x, y). В таком 
случае при анализе сигнала (1) можно перейти от ин-
тенсивности результирующего поля I (x, y) к спек-
тральной плотности I (ω; x, y), а от функции одновре-
менной взаимной когерентности Г (x, y) – к взаимной 
спектральной плотности Г (ω; x, y) [16, 19]. Такое 
представление интерференционного сигнала (1) дает 
возможность формального анализа сигнала ЦГМ в 
целом и его главной информационной составляю-
щей – сигнала когерентности Г (x, y), при использова-
нии как монохроматического, так и частотно широ-
кополосного освещения, когда необходим учёт влия-
ния различных спектральных компонент освещения. 

Поскольку в данной работе рассматривается и в 
экспериментальной части используется высокомоно-
хроматическое лазерное излучение, а режим работы 
фотодетектора предполагается линейным, то под сиг-
налом когерентности подразумевается часть сигнала 
ЦГМ, пропорциональная взаимной спектральной 
плотности объектного и опорного полей Г (ω; x, y). 

В [15, 16, 19, 20] теоретически показано, что в ин-
терференционной микроскопии на пропускание про-
странственный спектр ( ; , )x yk kΓ ω  взаимной спек-

тральной плотности объектного и опорного полей 
Г (ω; x, y) в плоскости регистрации голограммы опре-
деляется следующим выражением: 

'( ; , ) ~ ( ; , ) ( ; , ) ~
~ ( ; , ) ( ; , ) ,

x y S x y x y

S x y x y

k k t k k k k
t Mk Mk k k

Γ ω ω Ξ ω

ω − − Ξ ω
 (8) 

где ( ; , )S x yt' k kω  – пространственный спектр поля изо-
бражения объекта ( ; , )St' x yω , ( ; , )S x yt Mk Mkω − −  – мас-
штабированный пространственный спектр комплекс-
ного коэффициента (функции) пропускания объекта 
tS (ω; xS, yS); Ξ (ω; kx, ky) – пространственно спектраль-
ная функция, которая при тонком объекте с точечны-
ми элементарными рассеивателями и при совпадении 
задней фокальной плоскости линзы системы освеще-
ния (конденсора) с передними фокальными плоско-
стями микрообъективов объектного и опорного плеч 
голографического микроскопа задаётся следующим 
выражением [16]: 

3 3

2 2
3 32

'2

3 3 3 3'

0 0

2
02

( ; , ) exp[ ( )]

d d exp[ ( )]

( ; , )

exp

exp ( ) d d

( ; , )

exp

x y C im

S S x S y S

im im

S S

i

C

k k jk z n n

x y jM k x k y

A x y

x yjk z n n
f

kj x x y y x y
f

A x y

xjk z n

∞ ∞

−∞ −∞

∞ ∞

−∞ −∞

∞ ∞

−∞ −∞

Ξ ω = − Δ − ×

× − + ×

× ω ×

⎡ ⎤⎛ ⎞+
× Δ − − ×⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

⎡ ⎤
× − + ×⎢ ⎥

⎣ ⎦

× ω ×

+
× − Δ −

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫
2
0

'2

0 0 0 0'
exp ( ) d d ,

C
С

S S
C

y n
f

kj x x y y x y
f

⎡ ⎤⎛ ⎞
− ×⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

⎡ ⎤
× − +⎢ ⎥

⎣ ⎦

 (9) 

где j – мнимая единица; k = ω /c – волновое число, 
(kx, ky) – круговые поперечные пространственные час-
тоты – проекции волнового вектора k  на оси x и y; M – 
увеличение изображающей системы микроскопа; 
(x0, y0) – координаты в плоскости апертуры системы 
освещения, (xS, yS) – координаты в плоскости объекта, 
(x3, y3) – координаты в плоскости апертуры микрообъ-
ектива, совпадающей с его задней фокальной плоско-
стью, A(ω; x3, y3) – функция апертуры микрообъектива 
(в данной работе под этой функцией подразумевается 
только амплитудная функция пропускания апертур-
ной диафрагмы микрообъектива), 

' '

0 0 0 0 0 0 0' '
( ; , ) ( ; , ) ; ,i

C C

f fA x y I x y A x y
f f

⎛ ⎞
ω = ω ω − −⎜ ⎟

⎝ ⎠
– 

функция апертуры системы освещения, I0 – интен-
сивность освещающего поля в плоскости апертуры 
системы освещения, умноженная на амплитудную 
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функцию пропускания апертурной диафрагмы систе-
мы освещения,  

0 0; ,
C C

f ' f 'A x y
f ' f '

⎛ ⎞
ω − −⎜ ⎟

⎝ ⎠
 –  

изображение поля по апертуре микрообъектива в 
плоскости апертуры системы освещения, f 'С – заднее 
фокусное расстояние конденсора, f ' – заднее фокус-
ное расстояние микрообъектива; Δz – величина дефо-
кусировки; nim – показатель преломления иммерсии 
микрообъектива, nC – показатель преломления им-
мерсии конденсора. 

Для пояснения выражения (9) на рис. 1 представ-
лена развертка объектного плеча интерференционно-
го микроскопа на пропускание. Развертка опорного 
плеча аналогична при отсутствии объекта. 

 
Рис. 1. Развертка объектного плеча интерференционного 
микроскопа на пропускание: CA – апертура конденсора, 
CL – линза конденсора, S – объект, OL – микрообъектив 
изображающей системы, OA – апертура микрообъектива 
изображающей системы, TL – тубусная линза, PD – 
матричный фотодетектор; fC и fC

', f и f ', fTL и fTL
' – 

переднее и заднее фокусные расстояния конденсора, 
микрообъектива изображающей системы и тубусной 
линзы соответственно; (x0, y0), (xS, yS), (x3, y3), (x, y) – 
координаты в плоскостях апертурной диафрагмы 

системы освещения, объекта, апертуры микрообъектива 
и регистрации соответственно 

Если объект представляет собой одиночный точеч-
ный рассеиватель, расположенный на оптической оси 
(xS

 = 0, yS
 = 0), то коэффициент пропускания объекта мо-

жет быть представлен в виде tS (ω; xS, yS) = tS (ω) δ (xS, yS), 
а соответствующий масштабированный пространст-
венный спектр коэффициента пропускания, следова-
тельно, равен ( ; , ) ( )S x y St Mk Mk tω − − = ω . Тогда, со-
гласно (8), пространственный спектр ( ; , )x yk kΓ ω  сиг-
нала когерентности Г(ω; x, y) пропорционален спек-
тральной функции Ξ (ω; kx, ky): 

( ; , ) ~ ( ; , ).x y x yk k k kΓ ω Ξ ω  (10) 
Таким образом, с помощью численного анализа 

модуля спектральной функции Ξ (ω; kx, ky) при раз-
личных величинах дефокусировки Δz можно теорети-
чески установить влияние оптической дефокусировки 
на составляющие пространственного спектра сигнала 
когерентности [16]. Результаты такого моделирова-
ния при ky

 = 0, выполненного в данной работе, пред-
ставлены в графической форме на рис. 2а-г. 

Из рис. 2а видно, что при Δz = 0 функция Ξ и, со-
гласно (10), пространственный спектр сигнала коге-
рентности Γ  отличны от нуля при значениях норми-

рованных пространственных частот, удовлетворяю-
щих следующему соотношению [14]: 

' 2 ' 2 2( ) .x yk k NA NAi+ ≤ +  (11) 

а)  

б)  

в)  

г)  
Рис. 2. Зависимость нормированного на единичный 

максимум модуля |Ξ |' функции Ξ (ω;kx
 ,0) от нормированной 

пространственной частоты kx' = M kx
 /k  

при ω = 2,98×1015 рад / с (λ = 632,8 нм), NA = 0,3. 
Штриховая линия соответствует когерентному 
освещению (NAi = 0), сплошная линия – частично 

пространственно когерентному освещению (NAi = 0,2) 
Чтобы сравнить результаты эксперимента и чис-

ленного моделирования на основании выражения (8), 
необходимо использовать в эксперименте объект с 
известной функцией пропускания tS. Поскольку найти 
такой объект довольно трудно, для объективного 
сравнения результатов численного моделирования и 
экспериментального исследования вместо выражения 
(8) может быть использовано следующее выражение, 
являющееся следствием (8) и не требующее знания 
функции пропускания объекта tS: 

( ; ; , ) ( ; ; , )
.

( 0; ; , )( 0; ; , )
x y x y

x yx y

z k k z k k
z k kz k k

Γ Δ ω Ξ Δ ω
=

Ξ Δ = ωΓ Δ = ω
 (12) 

При малых величинах числовой апертуры осве-
щения NAi эффект значителен лишь на высоких про-
странственных частотах. В этом случае для экспери-
ментального наблюдения эффекта необходимо ис-
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пользовать объект, функция пропускания которого 
удовлетворяет следующему условию: 

( ; , ) 0S x yt k kω ≠  (13) 
для ' ',x yk k , подчиняющихся соотношению (11). 

Т.е. используемый объект должен быть сильно-
рассеивающим – должен иметь достаточно широкую 
индикатрису рассеяния. 

( 0; ; , ) 0x yz k kΞ Δ = ω ≠  (14) 
для ' ',x yk k , подчиняющихся (11). 

Согласно выражению (8) и (14), условие (13) эк-
вивалентно следующему условию: 

( 0; ; , ) 0x yz k kΓ Δ = ω ≠  (15) 
для ' ',x yk k , подчиняющихся (11). 

Если использовать слабо рассеивающий объект, то 
эффект может быть не обнаружен, поскольку при ма-
лых величинах числовой апертуры освещения NAi зна-
чительное уменьшение модуля функции Ξ будет толь-
ко на высоких пространственных частотах, для кото-
рых 0St =  и, согласно (8), 0Γ =  для всех значений Δz. 

2. Экспериментальная установка 
Экспериментальное исследование проводилось 

при помощи ЦГМ на пропускание, собранного по 
схеме интерферометра Маха–Цендера, в режиме 
внеосевой голографии с квазимонохроматическим 
частично пространственно когерентным освещени-
ем. Схема микроскопа показана на рис. 3 и анало-
гична схеме, предложенной в [20, 21]. Частично про-
странственно когерентное поле освещения создава-
лось путем прохождения излучения гелий-неонового 
лазера LS через вращающийся тонкий рассеиватель, 
систему линз L1, L2, L3 и апертурную диафрагму 
системы освещения IAS, расположенную в передней 
фокальной плоскости конденсорной линзы L3. Из-
менением радиуса апертурной диафрагмы IAS регу-
лировалась угловая и, соответственно, числовая 
апертура освещения NAi, оцениваемая, примерно, 
как отношение радиуса отверстия апертурной диа-
фрагмы системы освещения IAS к заднему фокус-
ному расстоянию линзы L3. Изменением радиуса от-
верстия апертурной диафрагмы IAS варьировалась 
также и длина поперечной когерентности поля ос-
вещения ρс ≈ λ / 2NAi [22]. При помощи идентичных 
микрообъективов MOS и MOR (с числовой апертурой 
NA = 0,75) в каждом из плеч интерферометра и ту-
бусной линзы TL, в плоскости сенсора матричного 
фотодетектора PD формировалась внеосевая картина 
интерференции объектного и опорного полей. Вне-
осевой режим записи голограмм был создан путем 
поперечного смещения светоделительного кубика 
BS2 [20] в направлении, указанном стрелкой около 
BS2 на рис. 3. Увеличение изображающей системы 
микроскопа, определяемое отношением фокусных 
расстояний тубусной линзы и микрообъектива, со-
ставляло M ≈ 45,5×. В качестве фотодетектора PD 
использовалась монохромная КМОП-камера 
(1280×1024 пикселей). 

 
Рис. 3. Схема цифрового голографического микроскопа 

на пропускание в режиме внеосевой голографии 
с квазимонохроматическим частично пространственно 

когерентным освещением: LS – гелий-неоновый лазер; RD – 
вращающийся рассеиватель; L1, L2, L3 – линзы системы 
освещения; FS – полевая диафрагма системы освещения; 
IAS – апертурная диафрагма системы освещения; M1, M2, 
M3 – плоские зеркала; BS1, BS2 – светоделительные кубики; 

S – объект; MOS, MOR – идентичные микрообъективы; 
TL – тубусная линза; PD – матричный фотодетектор 
Для формирования интерференционного изобра-

жения с высоким контрастом несущих интерферен-
ционных полос в частично пространственно коге-
рентном свете – c малыми длинами поперечной и 
продольной пространственной когерентности, необ-
ходима достаточно высокая степень взаимной коге-
рентности γ (x, y) = Г(x, y) / [IS (x, y) IR (x, y)]1/2 объектного 
VS (x, y) и опорного VR (x, y) полей. В рассматриваемом 
голографическом микроскопе это обеспечивается 
прецизионной настройкой интерференционной сис-
темы, при которой взаимное смещение Δr (Δx, Δy, Δz) 
интерферирующих полей в отсутствие объекта в сис-
теме должно быть существенно меньше длины коге-
рентности каждого поля в направлении смещения: 
Δx << ρсx, Δy << ρсy, Δz << ρсz. Продольный сдвиг объ-
ектного поля Δzs, вносимый относительно толстым 
предметным стеклом с объектом, может быть ком-
пенсирован соответствующим смещением в опорном 
плече блока зеркала M2 и микрообъектива MOR. 

3. Эксперимент и обработка  
экспериментальных данных 

Экспериментальное исследование эффекта умень-
шения модуля пространственного спектра сигнала 
когерентности на высоких пространственных часто-
тах при оптической дефокусировке изображения объ-
екта в ЦГМ на пропускание с квазимонохроматиче-
ским частично пространственно когерентным осве-
щением состояло из следующих процедур: 
1.  Запись фоновой голограммы (голограммы, запи-

санной в отсутствие объекта) и объектных голо-
грамм при различных величинах дефокусировки 
(Δz = 0, 10, 20, 30, 40, 50 ±5 мкм) и при различных 
величинах числовой апертуры освещения 
(NAi ≈ 0,004; 0,008; 0,012; 0,016) (измеренных с по-
грешностью ΔNAi1

 ≈ 0,002). В качестве объекта с 
необходимой для эксперимента шириной инди-
катрисы рассеяния была использована нанесённая 
тонким слоем на предметное стекло, а затем вы-
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сушенная суспензия мела. В пространственном 
спектре сигнала когерентности для такого объекта 
наблюдаются достаточно интенсивные высокочас-
тотные составляющие, необходимые для анализа. 

2.  Обработка полученных цифровых голограмм. 
2.1.  Получение центрированного пространствен-

ного спектра сигнала когерентности 
( ; ; , )x yz k kΓ Δ ω  согласно следующему алго-

ритму цифровой обработки голограмм, пред-
ложенному в [20]: 
2.1.1.  Получение сигнала когерентности фо-

новой голограммы при помощи простран-
ственной Фурье-фильтрации. 

2.1.2.  Устранение фазовой модуляции сигна-
ла когерентности, обусловленной внеосе-
вым режимом записи голограмм, путем 
деления голограммы объекта на сигнал 
когерентности фоновой голограммы. 

2.1.3.  Переход к пространственному спектру 
результата деления, полученного в 
п. 2.1.2, при помощи быстрого преобразо-
вания Фурье (рис. 4а). 

2.2.  Выделение центрированного пространствен-
ного спектра сигнала когерентности и вычис-
ление его модуля (рис. 4б). 

а)     б)  
Рис. 4. Модуль пространственного спектра голограммы 
объекта, делённой на сигнал когерентности фоновой 

голограммы, в шкале нормированных пространственных 
частот kx'' = 100kx / k и ky'' = 100ky / k (а); модуль 

центрированного пространственного спектра сигнала 
когерентности в шкале нормированных пространственных 

частот kx' = M kx / k и ky' = M ky / k (б) 
2.3.  Построение массива, состоящего из двух 

столбцов. В первом столбце в порядке возрас-
тания – значения радиальных поперечных 
пространственных частот 2 2

r x yk k k= + , соот-
ветствующих различным пикселям массива 
пространственного спектра сигнала когерент-
ности. Во втором столбце – значения модуля 
пространственного спектра сигнала когерент-
ности | ( ; ; ) |rz kΓ Δ ω , соответствующие значе-
ниям радиальных поперечных пространствен-
ных частот kr из первого столбца массива. 

2.4.  Вычисление среднего значения | ( ; ; )|rz kΓ Δ ω  
совокупности значений модуля пространст-
венного спектра сигнала когерентности 
{| ( ; ; )|}rz kΓ Δ ω , соответствующих одной ра-
диальной пространственной частоте kr. 

2.5.  Сглаживание фильтром скользящего среднего 
[23] зависимости | ( ; ; )| | ( )|r rz k kΓ Δ ω = Γ . 

2.6.  Вычисление нормированного модуля про-
странственного спектра сигнала когерентно-
сти ( )exp

rkα  в зависимости от величины де-
фокусировки  Δz (рис. 5). 

( ; ; )
( ) .

( 0; ; )

r
exp

r

r

z k
k

z k

Γ Δ ω
α =

Γ Δ = ω
 (16) 

 
Рис. 5. Зависимость αexp от нормированной радиальной 
пространственной частоты k'r = Mkr

 / k при различных 
величинах дефокусировки Δ z (0, 10, 20, 30, 40, 50 мкм)  
и при числовой апертуре освещения NAi ≈ 0,016 

На графиках, представленных на рис. 5, отчетливо 
наблюдается эффект уменьшения модуля пространст-
венного спектра сигнала когерентности на высоких 
пространственных частотах. Величина этого эффекта 
существенно возрастает с увеличением оптической 
дефокусировки Δz. 

Вклад высокочастотных пространственных струк-
тур объектного поля уменьшается при визуализации 
объекта, оптически дефокусированного на этапе за-
писи голограммы. С увеличением дефокусировки 
расширяется диапазон подавляемых пространствен-
ных частот в сторону меньших значений – чем боль-
ше величина дефокусировки, тем более низкочастот-
ные структуры объектного поля подавляются. 

4. Сравнение результатов экспериментального 
исследования и численного моделирования 

Теоретические зависимости αth: 
( ; ; )

( )
( 0; ; )

rth
r

r

z k
k

z k
Ξ Δ ω

α =
Ξ Δ = ω

, (17) 

необходимые для сравнения результатов теории и 
эксперимента, получены при помощи численного мо-
делирования на основании выражения (9) при 
ω = 2,98×1015 рад/с (λ = 632,8 нм), nim

 = nC
 = 1, M = 45,5, 

NA = 0,75. 
На рис. 6а – г представлено сравнение результатов 

экспериментального исследования и численного мо-
делирования при различных величинах оптической 
дефокусировки Δz с использованием эксперимен-
тальных величин числовой апертуры освещения NAi. 

Из рис. 6а видно, что при малой числовой апертуре 
освещения NAi = 0,004 на нормированных пространст-
венных частотах k'r

 < 0,4 наблюдается достаточно вы-
сокая степень сходства экспериментальных зависимо-
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стей αexp с теоретическими αth. Зависимости αth, полу-
ченные при больших значениях числовой апертуры 
освещения NAi, имеют сравнительно низкую степень 
сходства с экспериментальными зависимостями αexp 
почти на всем интервале частот k'r (рис. 6б – г). 

Возможно, это обусловлено тем, что при численном 
моделировании распределение интенсивности осве-
щающего поля по апертуре системы освещения прини-
малось равномерным – функция апертуры освещения 
Ai (ω; x0, y0) полагалась круговой [24]. Однако в экспери-
менте распределение средней интенсивности освещаю-
щего поля по отверстию апертурной диафрагмы систе-
мы освещения было достаточно неравномерным из-за 
относительно узкой индикатрисы рассеяния лазерного 
пучка на движущемся рассеивателе. Поэтому эффек-
тивная экспериментальная величина числовой апертуры 
освещения NAi 

ef оказывалась меньше экспериментально 
определенной NAi. Исходя из этого, можно оценить ин-

тервал, в котором находится эффективная величина чи-
словой апертуры освещения NAi 

ef, как: 
1 2 1< < ,efNAi NAi NAi NAi NAi NAi− Δ − Δ + Δ  (18) 

где ΔNAi1  – погрешность определения эффективной 
величины числовой апертуры освещения NAi 

ef, кото-
рая определяется точностью измерительного средства 
и, по оценкам в нашем эксперименте, примерно равна 
0,002, ΔNAi2  – погрешность измерения эффективной 
величины числовой апертуры освещения NAi 

ef, опре-
деляемая неравномерностью распределения средней 
интенсивности освещающего поля по апертуре сис-
темы освещения. 

С учетом возникающих погрешностей определения 
числовой апертуры освещения было проведено сравне-
ние экспериментальных зависимостей αexp с теоретиче-
скими αth, полученными при эффективных значениях 
числовой апертуры освещения NAi 

ef (рис. 7). 

а)     б)  

в)     г)  
Рис. 6. Сравнение экспериментальных (сплошные) и теоретических (штрихпунктирные) зависимостей α при различных 

величинах дефокусировки Δz: NAi = 0,004 (а); NAi = 0,008 (б); NAi = 0,012 (в); NAi = 0,016 (г) 

а)        б)  

в)  
Рис. 7. Сравнение экспериментальных и теоретических зависимостей α при различных величинах дефокусировки Δz: 

NAi = 0,008, NAi ef = 0,0085 (а); NAi = 0,012, NAi ef = 0,011 (б); NAi = 0,016, NAi ef = 0,013 (в) 



Пространственный спектр сигнала когерентности при дефокусировке изображения объекта… Клычкова Д.М., Рябухо В.П. 

420 Компьютерная оптика, 2018, том 42, №3 

Из рис. 7а – в видно, что теоретические зависимо-
сти αth, полученные при эффективных величинах чи-
словой апертуры освещения NAi 

ef, имеют существенно 
большую степень сходства с экспериментальными за-
висимостями αexp, чем теоретические зависимости, по-
лученные при измеренных величинах числовой апер-
туры освещения NAi. Но все же на высоких частотах 
теоретические и экспериментальные зависимости за-
метно отличаются. Вероятно, отличие связано с тем, 
что теоретическое выражение (8), полученное в пара-
ксиальном приближении, справедливо для малых уг-
лов (низких частот), тогда как часть анализируемого 
пространственного спектра находится за пределами 
параксиальной области. Наличие в теоретических за-
висимостях осцилляций на высоких частотах и их от-
сутствие в экспериментальных зависимостях может 
быть объяснено отличием формы распределения ин-
тенсивности освещающего поля по апертуре системы 
освещения, используемой при численном моделирова-
нии, от наблюдаемой в эксперименте. 

Обсуждение и заключение 
Экспериментальное исследование и теоретический 

анализ показывают, что при оптической дефокусиров-
ке изображения объекта в цифровой голографической 
микроскопии на пропускание с квазимонохроматиче-
ским частично пространственно когерентным освеще-
нием наблюдается эффект уменьшения модуля про-
странственного спектра сигнала когерентности. Срав-
нение нормированных зависимостей модуля простран-
ственного спектра сигнала когерентности, полученных 
экспериментально при различных величинах числовой 
апертуры освещения NAi и оптической дефокусировки 
Δz, с теоретическими зависимостями, полученными 
при помощи численного моделирования функции Ξ, 
показало высокую степень соответствия. 

Если в ЦГМ на пропускание в качестве сигнала 
системы служит сигнал когерентности, то рассмотрен-
ная в работе функция Ξ фактически является оптиче-
ской передаточной функцией (ОПФ) системы. Поведе-
ние данной функции имеет сходство со свойствами 
ОПФ в светлопольной оптической микроскопии. В 
[17] показано, что в светлопольной оптической микро-
скопии с пространственно некогерентным (δ-корре-
лированным) освещением ОПФ системы равна авто-
корреляционной функции зрачка системы и при опти-
ческой дефокусировке спадает на высоких пространст-
венных частотах. В ЦГМ на пропускание с простран-
ственно некогерентным освещением Ξ (Δz = 0) = A ⊗ A. 
В [25] установлено, что в светлопольной оптической 
микроскопии с частично пространственно когерент-
ным освещением для объекта со слабым контрастом 
ОПФ системы равна свертке функции распределения 
энергии на зрачке конденсора и функции зрачка изо-
бражающей системы. В ЦГМ на пропускание с час-
тично пространственно когерентным освещением 
имеем Ξ (Δz = 0) = A ⊗ Ai. В [17] показано, что в светло-
польной оптической микроскопии с когерентным ос-
вещением ОПФ системы равна функции зрачка изо-

бражающей системы. В ЦГМ на пропускание с про-
странственно когерентным освещением Ξ (Δz = 0) = A. 

Рассмотренные в настоящей работе эффекты пока-
зывают, что в цифровой голографической микроскопии 
на пропускание использование частично пространст-
венно когерентного освещения, кроме положительного 
влияния – снижения уровня когерентных шумов в сиг-
нале микроскопа, при определенных условиях может 
оказывать и отрицательное влияние, заключающееся в 
снижении поперечного пространственного разрешения 
восстанавливаемых численно сфокусированных изо-
бражений – в частности, при оптической дефокусиров-
ке изображения поверхности объекта или при визуали-
зации объемной структуры объекта. 
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SPATIAL SPECTRUM OF COHERENCE SIGNAL FOR A DEFOCUSED OBJECT IMAGE IN DIGITAL 
HOLOGRAPHIC MICROSCOPY WITH PARTIALLY SPATIALLY COHERENT ILLUMINATION 

D.M. Klychkova 1,2, V.P Ryabukho 1,2 

1 Institute of Precision Mechanics and Control of the Russian Academy of Sciences, Saratov, Russia 
2 Saratov State University, Saratov, Russia 

Abstract 
We study the effect of a decrease in the magnitude of the coherence signal in high-frequency 

spatial spectrum for a defocused object image in transmission digital holographic microscopy with 
quasimonochromatic partially spatially coherent illumination. A theoretical description and results 
of the numerical simulation of the effect for a point scattering object are presented. The effect is 
experimentally studied by illuminating layered quasi-point scatterers with partially spatially coher-
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ent laser light obtained using a moving scatterer. The comparison of the experimental and theory-
based numerical results shows them to be in good agreement.   

Keywords: interference microscopy, digital holographic microscopy, imaging, numerical fo-
cusing, spatial spectrum of hologram, partial coherence, partially spatially coherent illumination. 
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Аннотация 
Предложен математический аппарат, проведены исследования изображения в плоскости 

регистратора гиперспектрометра по схеме Оффнера, определены условные допуски на по-
ложение элементов спектрометра. Результат моделирования совместного действия погреш-
ностей показал, что вероятность удачной сборки гиперспектрометра с соблюдением требо-
ваний по качеству изображения будет не меньше 0,9. 
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Введение  
На сегодняшний день одной из перспективных 

концепций гиперспектральной аппаратуры является 
использование компактного гиперспектрометра, ос-
нованного на схеме Оффнера [1 – 8]. По данной теме 
проведены обширные теоретические [9, 10] и практи-
ческие работы.  В части практических исследована 
дифракционная решётка на выпуклой зеркальной по-
верхности, разработана и изготовлена оптомеханика, 
проведена юстировка оптической схемы макетного 
образца [11, 12]. В работе [13] рассмотрена точная ка-
либровка гиперспектрометра, приводятся данные 
экспериментальных исследований. 

Необходимо сказать, что конструирование ком-
пактного гиперспектрометра по схеме Оффнера, т.е. 
разработка конкретного варианта изделия, должна 
проводиться в соответствии с требованиями, обеспе-
чивающими создание качественной аппаратуры. Од-
ним из критериев качества конструируемых соедине-
ний данной аппаратуры является технологический 
показатель качества сборки. При конструировании 
соединений или сборок стараются достичь их точно-
сти, характеризуемой погрешностью расположения 
оптических элементов относительно базовых элемен-
тов. Данная погрешность, являясь результатом дейст-
вия комбинаций инструментальных первичных по-
грешностей, называется технологической и характерна 
для конкретного технологического процесса производ-
ства оптического прибора. 

Разработка конструкции гиперспектрального при-
бора должна проводиться исходя из расчётов и оце-
нок, сделанных на проектной стадии. В частности, в 
рамках проектного этапа определяются предвари-
тельные требования по допустимым погрешностям 
расположения оптических элементов. Данные требо-
вания связаны в первую очередь с обеспечением за-
данных целевых характеристик оптической аппарату-
ры, а также качества получаемой информации с её 

помощью. Полученные на проектном этапе точност-
ные оценки предполагают их выполнение на стадиях 
конструирования и технологического процесса про-
изводства гиперспектральной аппаратуры. 

В настоящей работе рассматриваются моделиро-
вание и оценка допустимых смещений и разворотов 
(или погрешностей расположения) оптических эле-
ментов гиперспектрального блока по схеме Оффнера 
в рамках геометрической оптики. Для моделирования 
использовалась математическая модель гиперспек-
трометра, изображённая на рис. 1, состоящая: 
–   из катадиоптрического телескопа с диаметром 

главного зеркала (ГЗ) 60 мм, вторичного зеркала 
(ВЗ) 30 мм и фокусным расстоянием ~300 мм; 

–   гиперспектрального блока по схеме Оффнера, 
включающего большое сферическое зеркало (БЗ) 
(радиус кривизны – 159,6 мм), зеркало с дифрак-
ционной решёткой (ЗсДР) (радиус кривизны – 
80,6 мм) с частотой штрихов 30 лин/мм. 

 
Рис. 1. Оптическая схема гиперспектрометра 

Моделирование и оценка допустимых смещений и 
разворотов, представленные в настоящей статье, но-
сят проектный характер и предваряют первоначаль-
ный синтез допусков на первичные погрешности. По-
лученные результаты призваны ограничить на этапе 
конструирования допустимые смещения и развороты 
оптических элементов спектрометра и должны обу-
словливать заданную точность функционирования 
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изделия с учётом факторов транспортировки и экс-
плуатации в условиях космического пространства. 

1. Постановка задачи 
Проектный расчёт допустимых погрешностей рас-

положения оптических элементов производится на ос-
нове анализа влияния параметров смещения и наклонов 
оптических элементов на качество изображения [14]. 

Для этого в предметной плоскости необходимо 
сформировать набор точек, перекрывающих полосу 
захвата прибора, и провести от них трассировку мо-
нохроматических лучей в плоскость регистратора. 
После этого необходимо провести несколько этапов 
для определения допустимых погрешностей. На пер-
вом этапе необходимо оценить влияние на изображе-
ние предварительно внесённых в схему спектрометра 
погрешностей расположения элементов. На втором 
этапе – разработать ограничивающие критерии на 
смещения/развороты элементов. А на третьем – опре-
делить условные погрешности и дать оценку адекват-
ности полученных результатов. 

Ввиду поставленной задачи возникла необходи-
мость дополнить представленный в работах [9, 10, 15] 
математический аппарат моделируемыми погрешно-
стями расположения элементов спектрометра. 

2. Математический аппарат, используемый 
при моделировании смещений и разворотов 

оптических элементов спектрометра по схеме 
Оффнера в рамках геометрической оптики 
Рассмотрим моделирование погрешности распо-

ложения для спектрометрической части прибора. 
Анализ разновидностей технологических погрешно-
стей показывает, что они приводят к разворотам и по-
ступательным смещениям оптических элементов. 
Моделирование смещений и разворотов удобно про-
водить с использованием векторного подхода. Для 
этого глобальное пространство спектрометра удобно 
разбить на пространства зеркал, определив в каждом 
из них свой локальный базис. Матрица перехода ме-
жду базисом пространства оптической системы и ба-
зисом пространства оптического элемента определя-
ется моделируемой погрешностью.  

Случай поступательного смещения 
Для случая простого поступательного смещения 

оптического элемента (погрешности расположения), 
определяемого вектором rΔ = rΔ (xΔ, yΔ, zΔ), компоненты 
направляющего вектора v светового луча в локальном 
базисе остаются теми же. Если положение точки на-
чала направляющего вектора v в глобальном базисе 
(x0, y0, z0) определяется вектором R0, то в локальном 
базисе (x', y', z') его положение определяется из соот-
ношения: 

0 0 .Δ′ = −R R r  (1) 

Справедливо и обратное соотношение в случае 
перехода в базис оптической системы:  

0 0 .Δ′= +R R r  (2) 

Случай разворота оптического элемента 
В общем случае вращение базиса пространства 

оптического элемента вокруг некой точки простран-
ства оптической системы удобно представить с ис-
пользованием направляющего вектора, имеющего 
компоненты e = e (ex (θ,φ), ey (θ,φ), ez (θ)), где (θ,φ) – уг-
лы в сферической системе координат, и определяю-
щего направление оси OZ оптического элемента. Ис-
пользование данного подхода обусловлено тем, что 
вращение оптического элемента может происходить в 
произвольных плоскостях. 

Выбор точки вращения оптического элемента оп-
ределяется моделируемой погрешностью. Для модели-
рования децентрировки точка вращения может распо-
лагаться как в центре кривизны, так и в вершине сфе-
рической поверхности оптического элемента. 

Легко заметить, что углы φ = π / 2, 3π / 2 соответст-
вуют поворотам в плоскости YZ, а углы φ = 0, π – в 
плоскости XZ. 

Для случая погрешности разворота оптического 
элемента вектора локального базиса, ориентирован-
ного по направляющему вектору e, несложно постро-
ить в виде: 

( )
[ ] ( )

[ ] ( )2 2

, , ,

, 0, ,

, , ,

T

x y z

T
z x

T

x y x z y z

e e e

e e

e e e e e e

′ =

′ ′= × = −

′ ′ ′⎡ ⎤= × × = − + −⎣ ⎦

z

x y z

y z y z

 (3) 

где y = y(0, 1, 0)T. 
Полученные вектора нормируются: 

, , .
| | | | | |
′ ′ ′

′ ′ ′= = =
′ ′ ′

x y zx y z
x y z

 (4) 

Матрица преобразования координат имеет вид: 

[ ] 2 2, , 0 .
z x y x

x z y

x y z z

e e e e
e e e

e e e e

⎡ ⎤−
⎢ ⎥′ ′ ′= = +⎢ ⎥
⎢ ⎥− −⎣ ⎦

M x y z  (5) 

Направляющий вектор v светового луча в новом 
базисе определяется как: 

.T′ = ×v M v  (6) 
Для положения точки начала направляющего век-

тора луча R0 в локальном базисе имеем: 
1

0 0
−′ = ×R M R . (7) 

Соответственно, справедливы обратные соотноше-
ния: 

0 0 ,
.
′= ×

′= ×

R M R
v M v

 (8) 

Случай разворота дифракционного зеркала 

Для описания поворота дифракционного сфериче-
ского зеркала дополнительно введём погрешность на 
отклонение направления штрихов дифракционной ре-
шётки от оси OY глобального базиса спектрометра. До-
пустим данная погрешность в плоскости XY задаётся 
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углом α или вектором s = s (sin(α), 0, 0). Тогда вектор, 
определяющий направление штрихов решётки: 

,= +y y s  ( )sin ( ), 1, 0= αy y . (9) 

Вектора базиса, ориентированного по вектору e, с 
учётом погрешности на отклонение направления 
штрихов решётки от оси OY строятся так же, как в 
формулах (3), и с учётом нормировки аналогично (4) 
матрица перехода будет иметь вид: 

( )

2 2

2 2

( )sin ( )
sin ( ) sin ( ) .

sin ( ) sin ( )

z y z x y x

z x z x y y

y x z x y z

e e e e e e
e e e e e e

e e e e e e

⎡ ⎤+ α −
⎢ ⎥

= − α + − α⎢ ⎥
⎢ ⎥

α − − α +⎢ ⎥⎣ ⎦

M   (10) 

Легко заметить, что при α = 0 матрица перехода 
M  для дифракционного зеркала преобразуется в 
матрицу M для поверхности обычного оптического 
элемента. 

3. Анализ исходных параметров и результатов 
влияния погрешностей расположения 
на геометрию изображения в плоскости 

регистратора 
Исходные параметры моделирования 

Для получения точечной диаграммы, характери-
зующей геометрические параметры изображения, в 
предметной плоскости (на расстоянии 500 км) был 
сформирован набор точечных источников. Для того 
чтобы перекрыть полосу захвата гиперспектрометра, 
источники были расположены равномерно по оси Y 
направления щели спектрометра (с координатой по 
оси X = 0). В данном исследовании полоса захвата 24 
км была равномерно перекрыта 9 точечными источ-
никами с шагом в 3 км. Рассматриваемый спектраль-
ный диапазон от 400 до 900 нм был равномерно раз-
бит с шагом в 50 нм. В плоскости регистратора ги-
перспектрометра для первого порядка дифракции 
формировалась точечная диаграмма средних значе-
ний координат по каждому из точечных источников. 

Характеристика изображения  
в плоскости регистратора 

Анализ результата моделирования показал, что 
спектрометрам данного типа свойственна дисторсия. 
Данная аберрация приводит к нарушению подобия мо-
нохроматических линий спектра и описывается как: 
–   изменение координаты X спектральной линии 

вдоль Y направления щели, выражающееся как 
кривизна спектральной линии (рис. 2); 

–   изменение координаты Y спектра вдоль направле-
ния спектральной координаты X, выражающееся 
как кривизна спектральной полосы (рис. 3); 

–   трапецеидальность спектральных полос, выра-
жающаяся как разнонаправленный наклон спек-
тральных полос в зависимости от координаты ще-
ли (рис. 3). 
В табл. 1 приведены параметры изображения, 

дающие полное представление о геометрических ис-
кажениях спектра изображения. 

 
Рис. 2. Кривизна монохроматических линий спектра  

вдоль направления щели (рис. 1) 

 
Рис. 3. Относительная кривизна и трапецеидальность 

спектральных полос на противоположных краях щели (рис. 1) 

Табл. 1. Геометрические параметры изображения 
Параметр Мин., 

мкм 
Макс.,
мкм  

Кривизна спектральной линии 1,116 1,259 
Кривизна спектральной полосы 0,006 0,371 
Трапецеидальность спектральной полосы 0,001 1,483 

Анализ влияния погрешностей расположения 
на параметры изображения  

Следующим этапом исследования стала оценка 
влияния предварительно внесённых в оптическую 
схему спектрометра условных погрешностей на каче-
ство изображения в плоскости регистратора. Дейст-
вие условных погрешностей описывается как смеще-
ние/разворот отдельного оптического элемента при 
условии того, что положение остальных элементов 
соответствует расчётным. 

Оценка влияния относительно малых смещений и 
разворотов элементов спектрометра представлена в 
табл. 2. Необходимо отметить, что ввиду конструк-
тивной особенности схемы спектрометра вращение 
зеркал вокруг собственных центров кривизны не ока-
зало какого-либо влияния на качество изображения в 
плоскости регистратора и может рассматриваться ис-
ходя из задач расчёта габаритов и исключения винье-
тирования световых пучков. 

4. Определение условных допусков и оценка 
адекватности полученных результатов 

Исходные параметры и результаты моделирования 
Для определения условных допусков [16] необхо-

димо найти максимальные значения отклонений по-
грешностей расположения для каждого из зеркал 
спектрометра в предположении того, что все осталь-
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ные параметры соответствуют расчётным. Определе-
ние условных допусков необходимо проводить с ис-
пользованием ограничивающих критериев. Исходя из 
оценок влияния условных погрешностей расположе-
ния на параметры изображения, были выделены сле-
дующие критерии: 
–  по допустимому изменению размера пятна рассея-

ния в пределах пиксела регистратора; 
–  смещению изображения в плоскости регистратора; 
–  ортоскопии изображения. 

Табл. 2. Оценка влияния условных погрешностей 
расположения большого зеркала (БЗ) и зеркала 

с дифракционной решёткой (ЗсДР) спектрометра 
(изменения изображения расположены по убыванию 

относительной величины проявления) 
Смеще-

ние/вращение 
оптического  

элемента по оси / 
вокруг оси 
Тип Ось 

Изменения изображения  
в плоскости регистратора  

спектрометра 

OX Смещение изображения по OX 
OY Смещение изображения по OY Смещение 
OZ Увеличение пятна рассеяния 

OX 
Увеличение пятна рассеяния, смещение 
изображения по OY, увеличение трапе-
цеидальности спектральной полосы  

OY 
Увеличение пятна рассеяния, смещение 
изображения по OX, увеличение кри-

визны спектральной линии 

Вращение  
вокруг  
вершины 

OZ 

Только для ЗсДР 
Увеличение трапецеидальности спек-
тральной полосы, кривизны спектраль-

ной линии, пятна рассеяния 

Критерий допустимого изменения пятна рассеяния 
в пределах пиксела регистратора связан с возможными 
аберрациями, не приводящими к ухудшению про-
странственной разрешающей способности гиперспек-
трометра. Разрешающая способность определялась по 
критерию анализа распределения световой энергии в 
плоскости регистратора от двух светящихся точек, 
расположенных в плоскости изображения гиперспек-
трометра. Критерий считался выполненным, если по 
всем точкам изображения величина интенсивности 
центрального минимума суммарного распределения не 
превышала 75 % от меньшего из соседних максимумов. 
С этой целью в исходных параметрах моделирования, 
представленных в параграфе 3 настоящей статьи, то-
чечные источники были дополнены соответствующи-
ми парами на необходимом расстоянии, определяю-
щем разрешающую способность оптической системы. 
В данной работе были выполнены расчёты с учётом 
сохранения разрешающей способности гиперспектро-
метра – 20 м и 30 м с расстояния 500 км. В случае 20 м 
в плоскости изображения расстояния между максиму-
мами ФРТ составило 12 мкм, для 30 м – 18 мкм. 

Критерий допустимого смещения изображения в 
плоскости регистратора связан с погрешностями ли-
нейного и углового положения фотозон регистратора 
относительно установочных баз. Здесь в качестве 

критерия выбрана типовая погрешность линейного 
расположения фотоприёмного устройства 100 мкм. 

Критерий сохранения ортоскопии связан с допус-
тимой дисторсией изображения в плоскости регист-
ратора. Для случая сохранения разрешения 20 м и из 
расчёта шестой части расстояния между ФРТ было 
принято, что максимальное действие дисторсии по 
абсолютному значению в плоскости XY не должно 
превышать 2 мкм. Для разрешения 30 м – абсолютное 
действие дисторсии не более 3 мкм. Полученные ре-
зультаты представлены в табл. 3, 4. 

Табл. 3. Условные допуски с обеспечением  
разрешающей способности 20 м (вариант 1) 

Погрешность 
положения 

Элемент 

Ось Верх. 
предел, 
мкм 

Ниж. 
предел, 
мкм  

Погрешность 
децентрировки, 
вокруг осей,  
град (с.) 

OX 25 –25 0,0094 (34) 
OY 25 –25 0,0094 (34) БЗ 
OZ 14 –12 – 
OX 52 –52 0,0375 (135) 
OY 52 –52 0,0375 (135) ЗсДР 
OZ 25 –30 0,0247 (89) 

Табл. 4. Условные допуски с обеспечением  
разрешающей способности 30 м (вариант 2) 

Погрешность 
положения 

Элемент 

Ось Верх. 
предел, 
мкм 

Ниж. 
предел, 
мкм  

Погрешность 
децентрировки, 
вокруг осей,  
град (с.) 

OX 25 –25 0,0094 (34) 
OY 25 –25 0,0094 (34) БЗ 
OZ 22 –19 – 
OX 52 –52 0,0375 (135) 
OY 52 –52 0,0375 (135) ЗсДР 
OZ 40 –46 0,0717 (258) 

Из представленных результатов видно, что наибо-
лее жёсткие требования по точности предъявляются к 
угловому и линейному положению большого зеркала 
спектрометра по оси Z (табл. 4). Высокие требования 
к точности углового положения дифракционного зер-
кала относительно оси спектрометра обусловлены со-
хранением надлежащего уровня ортоскопии изобра-
жения в плоскости регистратора. 
Оценка адекватности полученных результатов 
Наиболее точный результат оценки адекватности 

допусков позволяет дать метод статистического мо-
делирования, где случайным образом выбираются 
значения погрешностей, распределённых в поле их 
допуска по заданной функции распределения. Дан-
ный метод позволяет получить допуски, соответст-
вующие практическому опыту, а также исключить 
предъявление завышенных допусков к положению 
зеркал спектрометра. При этом наиболее разумным 
представляется использование здесь функции распре-
деления Гаусса, которая, как известно, с хорошим 
приближением описывает законы распределения тех-
нологических погрешностей. 
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а)  б)  
Рис. 4. Профиль (вдоль направления щели)  

и изображение монохроматических ФРТ (вариант 1):  
без погрешности расположения (а); с погрешностью расположения БЗ (14 мкм) (б) 

В данном исследовании математическое ожидание 
погрешностей было принято равным нулю. Предель-
ное рассеяние (с доверительной вероятностью равной 
0,997) погрешностей было принято совпадающим с 
границами поля допуска (δ = 3σ). Для допусков с оди-
наковыми пределами использовался закон Гаусса с 
симметричным полем, для допусков с разными пре-
делами – закон Гаусса с несимметричными полями. 
Генерация нормально распределённых независимых 
выборок проводилась с использованием центральной 
предельной теоремы. Вектор направления для случая 
разворотов находился в поле от 0° до 360° и имел рав-
номерное распределение.  

Результаты моделирования совместного действия 
погрешностей представлены в табл. 5. 

Табл. 5. Результаты моделирования  
совместного действия погрешностей 
Параметр Вариант 1 Вариант 2 

Всего итераций, шт. 1000 1000 
Число удачных  
сборок, шт. 927 918 

Число неудачных  
сборок, шт. 73 82 

Процент удач,% 92,7 91,8 
Процент неудач, % 7,3 8,2 
Распределение процента неудач по критериям 

Разрешающая  
способность, % (шт.) 26 (19) 35 (29) 

Смещение, % (шт.) 74 (54) 65 (53) 
Ортоскопия, % (шт.) 0 (0) 0 (0) 

Заключение 
В ходе работы был предложен математический 

аппарат, проведены исследования изображения в 

плоскости регистратора гиперспектрометра, опреде-
лены условные допуски на положение элементов 
спектрометра. Результат моделирования совместного 
действия погрешностей показал, что вероятность 
удачной сборки гиперспектрометра с соблюдением 
требований по качеству изображения будет не мень-
ше 0,9. Полученные допуски могут быть использова-
ны как ограничения при разработке конструкции ги-
перспектрального блока с учётом факторов транспор-
тировки и эксплуатации прибора в условиях 
космического пространства. Разработанный матема-
тический аппарат может быть использован для ими-
тации законов распределения технологических пер-
вичных погрешностей и получения результата их 
влияния для конкретной конструкции гиперспек-
трального блока.  
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Abstract  
We propose mathematical tools and analyze the quality of an image in the detection plane of an 

Offner imaging hyperspectrometer, evaluating conditional tolerances for the position of the spec-
trometer elements. The results of modeling of a combined effect of the arrangement errors show 
that the probability for the hyperspectrometer to be successfully assembled in compliance with the 
requirements for image quality is not lower than 0.9. 
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СРАВНЕНИЕ ФОКУСИРОВКИ КОРОТКИХ ИМПУЛЬСОВ В ПРИБЛИЖЕНИИ ДЕБАЯ 
С.Н. Хонина 1,2, А.В. Устинов 1, С.Г. Волотовский 1 

1Институт систем обработки изображений РАН – филиал ФНИЦ «Кристаллография и фотоника», Самара, Россия, 
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Аннотация 
Рассмотрены различные типы импульсов и свойства их частотных спектров. Расчёты 

показали, что существенное различие между импульсами начинается только при очень ма-
лых длительностях (менее периода осцилляции). В этом случае импульс Гаусса становится 
нефизичным и нужно использовать другие типы импульсов, например, импульс Пуассона. 
Выполнено сравнительное моделирование фокусировки коротких импульсов апланатиче-
ским объективом при различных состояниях поляризации и порядках вихревой сингулярно-
сти в приближении Дебая. Показано, что для субцикличного импульса Пуассона, имеющего 
значительную энергию в высоких частотах, состояние поляризации и наличие вихревой фа-
зовой сингулярности существенно влияет на распределение в фокальной области. 

Ключевые слова: короткие импульсы, частотный спектр, фокусировка импульсов, острая 
фокусировка, апланатический объектив, приближение Дебая. 

Цитирование: Хонина, С.Н. Сравнение фокусировки коротких импульсов в приближе-
нии Дебая / С.Н. Хонина, А.В. Устинов, С.Г. Волотовский // Компьютерная оптика. – 
2018. – Т. 42, № 3. – С. 432-446. – DOI: 10.18287/2412-6179-2018-42-3-432-446. 

Введение  
Проблема использования коротких импульсов в 

системах телекоммуникаций [1– 4] очень актуальна 
на сегодняшний день. В статье [1] рассматриваются 
управляемые пространственно-временные нелиней-
ные эффекты в многомодовых волокнах для систем 
телекоммуникаций следующего поколения с использо-
ванием ультракоротких импульсов. В работе [2] пред-
ставлено использование 70-фс оптического лазера в 
телекоммуникациях. Статья [3] показывает мировое 
распространение петаваттных лазеров. Работа [4] 
представляет собой исследование поведения сверхко-
ротких импульсов в многопроводных структурах. 

Фокусировка коротких импульсных пучков [5–11] 
также используется в различных приложениях, таких 
как обработка материалов [12–17], спектроскопия 
[18], филаментация [19, 20], формирование наномас-
штабных структур [21–25], оптический захват и ма-
нипулирование [26, 27]. 

Для описания ультракоротких импульсов использо-
вались разные модели. В нескольких работах использу-
ется сложная модель источника с потенциалом Герца [5, 
6]. В другом подходе используются векторный и ска-
лярный потенциалы для вывода аналитических выраже-
ний для полей сверхкоротких лазерных импульсов [7, 
8]. Было обнаружено, что суперпозиция различных час-
тотных Гауссовых пучков даёт тот же результат, что и 
дифференциальный подход [9]. Однако Гауссово рас-
пределение не может быть применено в случае ультра-
коротких импульсов, так как не обеспечивает отсутст-
вие отрицательных частот [7]. Чтобы избежать такой 
ситуации, рассматривают частотно-взвешенный Гауссов 
спектр [8, 28], а также Пуассоновский частотный спектр 
[7, 9, 29, 30]. При этом увеличивается вклад высоких 
частот, и происходит относительное уменьшение разме-
ра фокального пятна [5, 8]. В работе [31] также был рас-
смотрен импульс типа Лоренца. 

В данной работе рассмотрены различные типы 
импульсов и свойства их частотных спектров. Иссле-

дование сосредоточено на различиях, которые возни-
кают при очень коротких длительностях (менее пе-
риода осцилляции). В этом случае спектр импульса 
Гаусса может включать отрицательные частоты, по-
этому рассматриваются другие типы (частотно-взве-
шенный Гауссов импульс, импульс Пуассона), сво-
бодные от данного недостатка.  

Исследовано влияние типа короткого импульса на 
уменьшение размера фокального пятна при острой 
фокусировке в приближении Дебая [32] для вихревых 
пучков при различных поляризационных состояниях. 
Такое исследование имеет значение для приложений 
остросфокусированных лазерных пучков, сочетаю-
щих фазовую и поляризационную сингулярность.  

1. Исследование спектральных свойств  
различных импульсов 

Распределение по частотам (частотный спектр) 
вычисляется как преобразование Фурье от временно-
го импульса: 

max

min

( ) ( ) exp ( )dA A i
τ

τ

ω = τ ωτ τ∫ , (1) 

где A(τ) – функция импульса от времени, τ∈[τmin, τmax] – 
рассматриваемый временной диапазон, зависит от дли-
тельности импульса. 

Рассмотрим и сравним различные типы импуль-
сов: Гауссов, Пуассона, Лоренца, Гауссов с частотно-
взвешенным спектром. 

1.1. Гауссов импульс 
( )2 2

0 0( ) exp ( ) / exp( )GA iττ = − τ − τ σ − ω τ , (2) 

где στ – длительность импульса, τ0 – сдвиг по времени, 
который позволяет начать отсчёт с нулевого значения 
по времени, ω0

 = 2πc/λ0– базовая частота, λ0 – базовая 
длина волны, с = 0,299 мкм/фс – скорость света. 

Соответствующий частотный спектр (1) импульса 
(2) можно вычислить аналитически, расширив вре-
менной диапазон до бесконечных пределов: 
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( )

( )( ) ( )

2
0

02

2 2
0

0 0

( )
exp exp( )exp( )d

exp exp .
4

GA i i

i

∞

τ−∞

τ
τ

⎛ ⎞τ−τ
ω = − − ω τ ωτ τ =⎜ ⎟σ⎝ ⎠

⎛ ⎞ω−ω σ
⎜ ⎟= πσ ω−ω τ −
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫
 (3) 

Выражение (3) соответствует Гауссову частотно-
му распределению, сдвинутому от нуля на базовую 
частоту ω0. Ширина спектра обратно пропорциональ-
на длительности импульса σω

 = 2/στ. Для очень корот-
ких импульсов ширина спектра может оказаться на-
столько большой, что часть его будет приходиться на 
отрицательные частоты (рис. 1). 

На рис. 1 показан вид Гауссова импульса при 
τ0

 = 50 фс и его частотного спектра для базовой часто-
ты ω0

 = 1,88 фс–1 (длина волны λ0
 = 1 мкм) при раз-

личной длительности импульса στ. 

a)  

б)  
Рис. 1. Вид Гауссова импульса (2) (а) и амплитуда его 
частотного спектра (б) при различной длительности 
импульса: στ = 10 фс (сплошная линия), στ = 3 фс 
(пунктирная линия), στ = 1 фс (точечная линия) 

Как видно из рис. 1, частотный спектр уширяется 
с уменьшением длительности импульса и, когда дли-
тельность становится меньше периода осцилляций, 
начинает заходить в отрицательные частоты. Данная 
ситуация не является физической, и, чтобы её избе-
жать, часть спектра с отрицательными частотами иг-
норируют. 

Заметим, в некоторых приложениях желательно, 
чтобы лазерные импульсы удовлетворяли условию 
отсутствия сил связи («net-force») [33], т.е. интеграл 
по времени в бесконечных пределах от импульса 
должен быть равен нулю: 

( ) d 0A
∞

−∞

η = τ τ =∫ . (4) 

Гауссов импульс этому условию не удовлетворяет: 

( )

2
0

02

2 2
0

0 0

( )
exp exp( )d

exp exp 0.
4

G i

i

∞

τ−∞

τ
τ

⎛ ⎞τ − τ
η = − − ω τ τ =⎜ ⎟σ⎝ ⎠

⎛ ⎞ω σ
= πσ − ω τ − ≠⎜ ⎟

⎝ ⎠

∫
 (5) 

Поэтому рассматривают другие математические 
модели коротких импульсов. 

1.2. Гауссов импульс с частотно-взвешенным 
спектром  

Чтобы решить проблему отрицательных частот, 
можно использовать спектр Гауссова импульса (3), 
взвешенный на частоту в некоторой степени: 

( ) ( ),
n

G n GA Aω = ω ω . (6) 

Вычислить соответствующий такому спектру им-
пульс можно с помощью обратного преобразования 
Фурье: 

max

, ,
0

1( ) ( ) exp ( )d .
2G n G nA A i

ω

τ = ω − ωτ ω
π ∫  (7) 

С учётом сдвига спектра на ω0 можно расширить 
пределы интегрирования до бесконечных. Если значе-
ние n – целое неотрицательное число, то интеграл (7) 
вычисляется аналитически с использованием формулы: 

( )

( )

2

2

exp d

1 exp .
4

n

n
n

n

x px qx x

d q
p pdq

∞

−∞

− − =

⎛ ⎞π
= − ⋅ ⎜ ⎟

⎝ ⎠

∫
 (8) 

Если нижний предел в (7) оставить равным нулю, 
то аналитическое выражение можно получить и для 
некоторых нецелых n, но формулы даже для целых n 
будут существенно сложнее.  

Импульс, соответствующий спектру (6), будет 
иметь следующий вид: 

2
0

, 02

( )( ) exp exp( ) ( )G n nA i P
τ

⎛ ⎞τ − τ
τ = − − ω τ τ⎜ ⎟σ⎝ ⎠

, (9) 

где Pn(τ) – многочлен степени n. В частности, 

( )

0

1 0 02

2 2
2 0

2 0 0 02 2

( ) 1,
2( ) ( ) ,

2 2( ) 2 ( ) 1 .
2

P
iP

P i

τ

τ

τ τ

τ =

τ = − τ−τ +ω
σ

⎛ ⎞ω σ
τ = − τ−τ − ω τ−τ + +⎜ ⎟σ σ⎝ ⎠

 (10) 

На рис. 2 показан вид частотно-взвешенного Гаус-
сова спектра (6) для n = 0, 1, 2 и соответствующие им-
пульсы (7) длительностью στ

 = 1 фс. 
Как видно из рис. 2а, умножение на частоту в не-

которой степени смещает спектр в сторону высоких 
частот. В этом случае базовая частота также увеличи-
вается. Однако существенного увеличения энергии в 
области высоких частот не наблюдается. 

1.3. Импульс Лоренца 
В работе [34] среди различных импульсов упоми-

нался импульс Лоренца: 

( ) 02
1( ) exp( )

1LA iτ = − ω τ
+ τ Δτ

. (11) 

Соответствующий спектр имеет следующий вид: 
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( )0( ) expLA ω = πΔτ − ω−ω Δτ . (12) 

Как видно из выражения (12), спектр симметричен 
относительно базовой частоты. Можно обнулить от-
рицательные частоты: 

( ) ( ) ( )Lp LA A uω = ω ω , (13) 

где  
1, 0,

( )
0, 0.

u
ω>⎧

ω = ⎨ ω≤⎩
 (14) 

a)  

б)  
Рис. 2. Вид амплитуды частотно-взвешенного Гауссова 

спектра (6) (а) и соответствующие импульсы длительностью 
στ = 1 фс (б) при различных значениях степени частоты: 

n = 0 (обычный Гауссов импульс, точечная линия),  
n = 1 (спектр, взвешенный на частоту, штрихпунктирная 
линия), n = 2 (спектр, взвешенный на квадрат частоты, 

сплошная линия) 
Тогда соответствующий импульс будет иметь сле-
дующий вид: 

( )

( ) ( )

0
02

0 0
0 2

exp( )1( ) exp( )
21

exp( ) exp( )1exp( ) .
2 11

L

iA
i

ii
i

+

⎡ ⎤ω τΔτ
τ = − ⋅ −ω Δτ ×⎢ ⎥

Δτ − τ+ τ Δτ⎢ ⎥⎣ ⎦
− ω τ −ω Δτ

× − ω τ = − ⋅
− τ Δτ+ τ Δτ

 (15) 

В данном случае импульс стал физическим, но 
появилось добавочное слагаемое, которое невелико, 
но имеет меньшую скорость убывания, чем основное 
слагаемое. 

На рис. 3 показан вид импульса Лоренца (11) при 
τ0

 = 50 фс и его частотного спектра для базовой часто-
ты ω0

 = 1,88 фс–1 при различной длительности им-
пульса Δτ. 

Как видно из рис. 3б, данный вид импульса также 
не гарантирует отсутствия отрицательных частот в 
спектре для ультракоротких импульсов. 

Заметим, что если в (15) положить ω0
 = 0, то полу-

чим следующее выражение: 

( )
1 1( ) .
2 1L

A
i+ τ = ⋅

+ τ Δτ
 (16) 

a)  

б)  

Рис. 3. Вид импульса Лоренца (11) (а) и амплитуда его 
частотного спектра (б) при различной длительности 
импульса: Δτ = 20 фс (сплошная линия), Δτ = 5 фс 
(пунктирная линия), Δτ = 1 фс (точечная линия) 

Такую функциональную зависимость можно обоб-
щить, что рассматривается в следующем пункте. 

1.4. Импульс Пуассона 
В работе [9] был рассмотрен импульс вида: 

1
( )P

iA
i

αΔτ⎛ ⎞τ = ⎜ ⎟τ + Δτ⎝ ⎠
, (17) 

где параметры α и Δτ определяют длительность им-
пульса (полуширина по уровню 1/e модуля импульса): 

2exp 1T ⎛ ⎞= Δτ −⎜ ⎟α⎝ ⎠
. (18) 

В работе [9] для импульса (17) был выписан 
спектр следующего вида: 

( )
( ) ( )

1

1( ) expPA
α

α−⎡ ⎤π Δτ
ω = ω − ω Δτ⎢ ⎥

Γ α⎢ ⎥⎣ ⎦
. (19) 

где Γ(α) – гамма-функция.  
Однако (19) не является Фурье-образом (17). В ча-

стности, выражению (19) должна соответствовать 
действительная функция. 

Рассмотрим спектр типа распределения Пуассона, 
который близок к выражению (19): 

( )
( ) ( )

1

1( ) 2 exp ( )
P

A u+

α
α−

⎡ ⎤π Δτ
ω = ω −ωΔτ ω⎢ ⎥

Γ α⎢ ⎥⎣ ⎦
. (20) 

Спектру (20) соответствует импульс: 

1
( )

P

iA
i+

α− Δτ⎛ ⎞τ = ⎜ ⎟τ − Δτ⎝ ⎠
, (21) 

который комплексно сопряжён импульсу (17). 
Пик спектра (20) будет наблюдаться на частоте: 

1
m

α−
ω =

Δτ
. (22) 
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Чтобы сравнить этот импульс с Гауссовым, нужно 
согласовать их по длительности, т.е. согласовать Т и 
στ. Для чего желательно в (18) оставить один пара-
метр, например, Δτ, а второй зафиксировать. 

Для α = 2/ln 2 ≈ 2,88 получаем простое соотноше-
ние T = Δτ. Однако для малых длительностей импуль-
са удобнее использовать большие значения α. Это 
также следует из (18): exp (2/α) = (T/Δτ)2 + 1, т.е. 

0T
α→∞
→ . Поэтому нельзя использовать фиксированное 

значение какого-либо параметра. 
В данной работе, чтобы учесть сдвиг по времени и 

базовую частоту, аналогично импульсу Гаусса (2), 
будем использовать следующее выражение, которое 
будем называть импульсом Пуассона первого типа: 

1 0
0

( ) exp( )
( )P

iA i
i

α
⎛ ⎞Δτ

τ = − ω τ⎜ ⎟τ − τ + Δτ⎝ ⎠
. (23) 

Заметим, что похожее на (23) выражение только 
при α = 1 использовалось в работе [31] и называлось 
импульсом Лоренца: 

1 0 0( ) exp( )L
TA A i

T i
⎛ ⎞τ = − ω τ⎜ ⎟− τ⎝ ⎠

. (24) 

Выражение (24) отличается от (23) множителем, а 
также меньшей общностью из отсутствия степени α. 

Выражение (24) также с точностью до множителя 
соответствует импульсу (17). Таким образом, физиче-
ски реализуемый импульс Лоренца (17) или (24) – это 
частный случай импульса Пуассона первого типа (23). 

На рис. 4 показан вид импульса Пуассона (23) при 
τ0

 = 50 фс и его частотного спектра для базовой часто-
ты ω0

 = 1,88 фс–1 при различной длительности им-
пульса Δτ. Чтобы согласовать результаты с Гауссо-
вым импульсом, параметры α и Δτ нужно выбирать 
так, чтобы длительность была близка к Гауссову им-
пульсу, а максимальная частота на основе формулы 
(22) была примерно одинаковой. Однако это сделать 
сложно, поэтому был зафиксирован параметр α = 10, а 
за счёт Δτ менялась длительность импульса. 

Как видно из рис. 4б, проблемы отрицательных 
частот в спектре для ультракоротких импульсов Пу-
ассона (23) остаются. При этом спектр смещается в 
зону низких частот, т.е. базовая частота не сохраняет-
ся, но гарантируется наличие высоких частот не выше 
максимальной (22). 

Заметим, что спектр на рис. 4 имеет резкий спад 
справа от максимума, в отличие от теоретического 
спектра (20), который должен гарантировать отсутст-
вие отрицательных частот. Это связано с тем, что им-
пульс вида (23) является аналогом (17), а не (21). На-
помним, что импульсы (17) и (21) являются ком-
плексно-сопряжёнными, а, следовательно, их спектры 
будут зеркально симметричными. Т.е. спектр на 
рис. 4 является симметрично отражённым относи-
тельно максимальной частоты (22). Таким образом, 
операция комплексного сопряжения импульса явля-
ется нетривиальной операцией в физическом смысле. 

a)  

б)  

Рис. 4. Вид импульса Пуассона (23) при α = 10 (а) 
и амплитуда его частотного спектра (б) при различной 
длительности импульса: Δτ = 20 фс (сплошная линия), 

Δτ = 12 фс (пунктирная линия), Δτ = 7 фс (точечная линия) 
Как следует из предыдущих рассуждений, им-

пульс вида (23) неудобен для использования, так как 
трудно соблюсти подходящее соотношение длитель-
ности импульса и максимальной частоты. Довольно 
удобное для расчётов выражение для импульса Пуас-
сона было использовано в работе [29]: 

2

( 1)
0( ) 1 ,

s

P
i

A
s

− +ω τ⎛ ⎞τ = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (25) 

где длительность импульса определялась по формуле: 

02T s= ω . (26) 

Удобство представления (25) состоит в явном на-
личии базовой частоты ω0 как параметра (который 
можно зафиксировать) и возможности варьировать 
длительность импульса за счёт одного параметра s. 

Можно показать, что импульс вида (25) приводит-
ся к виду (17) следующей заменой: 

0 ,
1.

s
s

Δτ = ω
α = +

 (27) 

Подставив эти выражения в формулу (22), полу-
чим, что максимум спектра будет наблюдаться на 
частоте ωm

 = ω0. Если же подставить выражения (27) в 
(18), получим длительность импульса (25) как полу-
ширину по уровню 1/e модуля: 

0

2exp 1
1

sT
s

⎛ ⎞= −⎜ ⎟ω +⎝ ⎠
, (28) 

что совпадает с (18) при больших s: 

0 0

2 2
1s

s sT
s→∞⎯⎯⎯→ ≈

ω + ω
. (29) 

Так как импульс вида (25) аналогичен (17), то, как 
было замечено при анализе рис. 4, спектр (в конвен-
ции (1)) будет заходить в отрицательные частоты. 
Поэтому далее мы будем использовать сдвинутый и 
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комплексно-сопряжённый аналог (25), который будем 
называть импульсом Пуассона второго типа: 

( )
2

( 1)
0 0( ) 1 .

s

P

i
A

s+

− +
ω τ − τ⎛ ⎞

τ = +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (30) 

На рис. 5 показаны для сравнения импульс Гаусса 
и импульс Пуассона второго типа (30) с примерно 
одинаковой длительностью στ

 = 1 фс. Чтобы получить 
такое соответствие, параметр s был выбран равным 
s = (ω0στ)2/2 ≈ 2. 

a)  

б)  

Рис. 5. Вид Гауссова импульса (2) (точечная линия) 
и импульса Пуассона (30) (пунктирная линия) 

при длительности στ = 1 фс (а), а также амплитуды 
соответствующих частотных спектров (б) 

Как видно из рис. 5б, частотный спектр импульса 
Пуассона (30) не имеет отрицательных частот, мак-
симум не смещается от базовой частоты, но имеет 
больше энергии в области высоких частот, чем Гаус-
сов спектр. Импульс Пуассона довольно близок по 
форме к импульсу Гаусса, но медленнее «спадает» 
(приближается к нулевым значениям). Это означает, 
что импульсы Пуассона должны разделяться 
бóльшим временным интервалом, чем импульсы Га-
усса. 

Кроме отсутствия отрицательных частот, импульс 
Пуассона обладает ещё одним важным свойством – 
удовлетворяет условию (4), т.е. интеграл от импульса 
по времени равен нулю: 

( )

( )

( )
( )
( )

( 1)
0 0

0
( 1)

0

2
0 0

1 d

d
1

11 1 1 0.
1 1

s

P

s

s

s s

i
s

s xx
s ix

ixs
is iix x

− +∞

−∞

∞

+
−∞

∞∞

−∞ −∞

ω τ − τ⎛ ⎞
η = + τ =⎜ ⎟

⎝ ⎠
ω τ⎡ ⎤= = = =⎢ ⎥ ω⎣ ⎦ +

−
= ⋅ ⋅ = ⋅ =
ω ω+ +

∫

∫  (31) 

2. Расчёт поля в фокусе в приближении Дебая 
Рассмотрим влияние типа короткого импульса на 

размер фокального пятна при острой фокусировке с 
помощью апланатического объектива в приближении 
Дебая [32]. Наиболее интересными для рассмотрения 

являются Гауссов импульс (2), так как он часто ис-
пользуется при теоретическом анализе, и импульс 
Пуассона второго типа (30), как корректно удовле-
творяющий физическим свойствам коротких пучков.  

Для вихревого поля B (θ,φ) = R (θ) exp (imφ), имею-
щего также заданное распределение по частотам A(ω), 
распределение в фокальной области в приближении 
Дебая определяется следующим выражением [35]: 

( )

0

( , , , ) ( ) ( ) ( ) ( , , )
2

sin exp cos d ,

m
i fz A R T

c

i n z
c

αω
ρ ϕ ω = − ω θ θ ρ ϕ θ ×

π

ω⎛ ⎞× θ ω θ θ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫E Q
 (32) 

где θ – азимутальный угол, соответствующий ради-
альной координате по правилу r = f sin θ, f – фокусное 
расстояние фокусирующей системы, sin α – числовая 
апертура системы, ( ) cosT θ = θ  – функция аподиза-
ции зрачка для аплантического объектива. 

Вектор Qm(ρ,ϕ,θ) зависит от порядка оптического 
вихря и типа поляризации падающего пучка 
(t = ωρ sin θ/c) [35]: 

– для линейной x-поляризации: 
_

2 2
2 2

2 2
2 2

1 1

( , , ) e
1( ) 2 ( ) ( ) ( ) (cos 1)
4

( ) ( ) (cos 1) ,
4

( ) ( ) sin
2

lin x m im
m

i i
m m m m

i i
m m

i i
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i

J t J t e J t e J t

i e J t e J t

i e J t e J t

ϕ

ϕ − ϕ
+ −

ϕ − ϕ
+ −

ϕ − ϕ
+ −

ρ ϕ θ = ×

⎡ ⎤⎡ ⎤+ − − θ−⎢ ⎣ ⎦ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎡ ⎤× − θ−⎣ ⎦⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎡ ⎤− − θ⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦

Q

 (33) 

– для круговой поляризации (верхний знак для «+», 
нижний – для «−»): 

( )

2
2

2
2

1

e( , , )
2

1( ) ( ) ( ) (cos 1)
2

1( ) ( ) ( ) (cos 1) ,
2
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⎢ ⎥
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∓

 (34) 

– для радиальной поляризации: 

1 1

1 1

e( , , )
2
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m im
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 (35) 

– для азимутальной поляризации: 

1 1

1 1

( ) ( )
e( , , ) ( ) ( )
2
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i i
m m

m im
az i i
m m m

e J t e J t
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⎡ ⎤⎡ ⎤− +⎣ ⎦⎢ ⎥
⎢ ⎥⎡ ⎤ρ ϕ θ = −⎣ ⎦⎢ ⎥
⎢ ⎥
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Q . (36) 



Сравнение фокусировки коротких импульсов в приближении Дебая Хонина С.Н., Устинов А.В., Волотовский С.Г. 

Компьютерная оптика, 2018, том 42, №3 437 

Поле (32) в зависимости от времени вычисляется 
следующим образом: 

( )
max

min

( , , , ) ( , , , ) exp dz t z i t
ω

ω

ρ ϕ = ρ ϕ ω − ω ω∫E E , (37) 

где ω∈[ωmin,ωmax] – диапазон учитываемых частот. 
В расчётах в качестве фокусируемого поля рас-

сматривалось Гауссово распределение (для линейной 
и круговой поляризации): 

2

2

sin( ) exp
2sinGR

σ

⎛ ⎞θ
θ = −⎜ ⎟θ⎝ ⎠

, (38)  

взвешенное Гауссово распределение (для радиальной 
и азимутальной однородных поляризаций):  

2

2

sin sin( ) exp
sin 2sinGrR

σ

⎛ ⎞θ θ
θ = −⎜ ⎟α θ⎝ ⎠

, (39) 

а также кольцевое распределение: 

0, ,
( )

1, .
r

rng
r

R
θ < θ⎧

θ = ⎨ θ ≤ θ ≤ α⎩
 (40) 

В случае пространственного распределения в виде 
узкого периферийного кольца (40) удобно выполнять 
теоретический анализ, так как интеграл (32) прибли-
зительно равен подынтегральному выражению при 
θ = θ0

 = θr
 + (α – θr)/2: 

( )
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0

0 0 0

( , , , ) ( ) , ,
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rng m
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c

i n z
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ω
ρ ϕ ω ≈ − ω ρ ϕ θ ×

π
ω⎛ ⎞× θ θ ω θ⎜ ⎟

⎝ ⎠

E Q
 (41) 

Поле в фокальной области в зависимости от вре-
мени вычисляется с использованием выражения (37): 

( ) ( )

max

min

0 0

0 0

( , , , ) cos sin ( )
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, , exp cos d .
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 (42) 

Для Гауссова импульса в (42) можно использовать 
частотный спектр (3): 
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Для длинных импульсов 

( ) ( )2
2 0

0exp
4 τ

τ
σ →∞

τ

δ ω−ω⎡ ⎤σ
− ω−ω ⎯⎯⎯→⎢ ⎥ σ⎣ ⎦

,  (44) 

т.е. частотный спектр стремится к дельта-функции. 

Тогда вместо интеграла в (43) можно использовать 
подынтегральное выражение: 

( )

( )

0
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0 0 0

( , , , )

cos sin , ,
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i f
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Интенсивность такого поля будет пропорциональна 
сумме интенсивностей компонент вектора Qm(ρ,ϕ,θ0) и 
будет существенно зависеть от состояния поляризации. 

Для коротких импульсов 

( )
2

2
0 0exp 1

4 τ

τ
σ →

⎡ ⎤σ
− ω−ω ⎯⎯⎯→⎢ ⎥
⎣ ⎦

,  (46) 

частотный спектр стремится к постоянной величине. 
Тогда поле в фокальной области будет сложнее, 

но также будет зависеть от состояния поляризации, а 
отдельные компоненты будут представлять собой ин-
тегралы следующего вида: 
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xrng p p pE z t J
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 (47) 

Далее приведены результаты численного расчёта 
поля (37) для различных состояний поляризации, раз-
личных типов импульсов и их длительности, а также 
пространственного распределения. Параметры расчёта: 
NA = 0,99 (α = 1,43 радиан = 82 градуса); f sin θ = r ∈[0, R], 
R = 100λ0; f = 101λ0, σr

 = f sin θσ = 50λ0, θr
 = 63 градуса. 

На рис. 6 показано распределение импульса вдоль 
оптической оси в области фокуса (фокус соответству-
ет положению z = 0) в различные моменты времени 
при линейной x-поляризации (33). 

Как видно из рис. 6, при переходе через фокус 
действительная часть поля меняет знак. Этот эффект 
связан с фазовым сдвигом Гои в фокусе [36]. 

В рамках рассматриваемой модели не учитывается 
время распространения импульса от оптического эле-
мента до фокальной плоскости. Таким образом, в мо-
мент времени t = τ0

 = 50 фс в фокусе (z = 0) формирует-
ся поле с максимальной энергией. Поэтому момент 
времени t = 50 фс далее и рассматривается в расчётах. 

2.1. Расчёт поля в фокальной области  
при линейной x-поляризации  

В табл. 1 показаны результаты фокусировки для 
Гауссовых импульсов различной длительности при 
линейной x-поляризации в случае Гауссова простран-
ственного распределения (38) и кольцевого распреде-
ления (40) в момент времени t = τ0. 

Кольцевое распределение соответствует наложе-
нию узкой кольцевой диафрагмы, блокирующей цен-
тральную часть фокусирующей системы, которое ис-
пользуется для уменьшения поперечного размера фо-
кального пятна при радиальной [37] и азимутальной 
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[38] поляризации. В случае линейной поляризации 
фокальное пятно вытягивается вдоль оси поляриза-
ции [39–41]. Как следует из результатов, приведён-
ных в табл. 1, при уменьшении длительности импуль-
са распределение в фокальной области сжимается как 

вдоль оптической оси, так и в поперечном направле-
нии в фокальной плоскости. 

На рис. 7 для сравнения показаны нормированные 
сечения интенсивности в фокальной плоскости при 
различном пространственном распределении и раз-
личной длительности импульса.  

a)   б)   в)   
Рис. 6. Распределение импульса вдоль оптической оси в области фокуса в различные моменты  

времени t = 40 фс (а), t = 50 фс (б), t = 60 фс (в) (показана x-компонента:  
интенсивность – пунктирная линия, действительная часть – точечная линия) 

Табл. 1. Результаты фокусировки для Гауссовых импульсов различной длительности  
при линейной x-поляризации (негативные изображения) 

Гауссово распределение Кольцевое распределение 

 Продольное распределение 
интенсивности 

z ∈[–3λ, 3λ], x ∈[–2λ, 2λ] 

Интенсивность 
в фокальной плоскости

x, y ∈[–2λ, 2λ] 

Продольное распределение 
интенсивности 

z ∈[–3λ, 3λ], x ∈[–2λ, 2λ] 

Интенсивность 
в фокальной плоскости

x, y ∈[–2λ, 2λ] 

στ
 = 10 фс 

  
FWHM(−) = 0,87λ 

  
FWHM(−) = 0,83λ 

στ
 = 1 фс 

  
FWHM(−) = 0,56λ 

  
FWHM(−) = 0,49λ 

а)       б)  
Рис. 7. Поперечное нормированное распределение интенсивности в фокальной плоскости (сечение вдоль оси X)  
для Гауссова распределения (а) и кольцевого распределения (б) при различной длительности Гауссова импульса  

(στ = 10 фс – пунктирная линия, στ = 1 фс – точечная линия) 

Для Гауссова распределения (рис. 7а) ширина по 
полуспаду вдоль оси X равна FWHM (−) = 0,87λ (для 
στ

 = 10 фс) и FWHM (−) = 0,56λ (для στ
 = 1 фс). Для 

кольцевого распределения FWHM (−) = 0,83λ (для 
στ

 = 10 фс) и FWHM (−) = 0,49λ (для στ
 = 1 фс). 

Интересно, что при использовании кольцевой 
апертуры, предназначенной формировать в фокусе 
пучок Бесселя, при субциклическом импульсе [42, 43] 
в плоскости фокуса исчезают периферийные кольца. 

В случае пространственного распределения в виде 
узкого периферийного кольца (40) можно воспользо-
ваться полученными ранее теоретическими результа-
тами (33)–(36). При линейной x-поляризации выра-

жение (33) в отсутствие вихревой зависимости (m = 0) 
принимает следующий вид: 

[ ]

_
0 0

0 0

0 0 2 0 0

2 0 0

1 0 0

( , , )
( sin ) (1/ 2)

( sin ) ( sin )cos2 (cos 1)
.1 ( sin )sin 2 (cos 1)

2
( sin )cos sin

lin x
m

J k
J k J k

J k

iJ k

= ρ ϕ θ =

ρ θ + ×⎛ ⎞
⎜ ⎟
× ρ θ − ρ θ ϕ θ −⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟− ρ θ ϕ θ −
⎜ ⎟
⎜ ⎟− ρ θ ϕ θ⎝ ⎠

Q

 (48) 

При высоких числовых апертурах θ0
 → π/2 

(sin θ0
 → 1, δ = cos θ0

 → 0) и значительный вклад в рас-
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пределение (42) вносят не только поперечные, но и 
продольная компонента: 

( )( ) ( )( )
( )( )
( )( )

( )

max

min

_
, 0

0 2

2

1

( , , , ) ( )
4

/ / cos 2

/ sin 2

2 / cos

exp ( / ) ( ) d .

lin x
rng m

ifz t A
c

J c J c

J c

iJ c

i t z c n

ω

=
ω

δ
ρ ϕ ≈ − ω ω ×

π

⎛ ⎞ω ρ + ω ρ ϕ
⎜ ⎟

× ω ρ ϕ ×⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟− ω ρ ϕ⎝ ⎠

× − ω − ω δ ω⎡ ⎤⎣ ⎦

∫E

 (49) 

Из выражения (49) видно, что удлинение вдоль оси 
X происходит за счёт продольной компоненты. Зависи-
мость от расстояния z из-за малого значения δ уменьша-
ется, поэтому при кольцевом распределении имеется 
большая протяжённость вдоль оптической оси. 

На рис. 8 показаны результаты сравнительной фо-
кусировки различных импульсов при линейной x-по-
ляризации с кольцевым распределением. 

Как видно из приведённых результатов, при дли-
тельности импульса порядка 10 фс (рис. 8а) не имеет-
ся каких-либо отличий в фокусе в зависимости от ти-
па импульса. 

При субцикличной длительности импульсов разли-
чия становятся существенными (рис. 8б). При этом 
даже для короткой длительности спектр импульса Пу-
ассона также ближе к спектру импульса Гаусса (так 
как максимумы совпадают), чем другие, которые сме-
щаются вправо. Однако у импульса Пуассона высокие 
частоты всё же имеют больше энергии, чем даже у Га-
уссова со спектром, взвешенным на квадрат частоты. В 
результате самое широкое фокальное пятно формиру-
ется при использовании обычного Гауссова импульса 
(2), а самое узкое – при использовании импульса Пуас-
сона (30). Поэтому далее мы будем рассматривать 
именно их. 

а)        

б)        

в)        
Рис. 8. Результаты фокусировки различных импульсов (Гауссова – точечная линия; Гауссова, взвешенного  
на частоту – штрихпунктирная линия; Гауссова, взвешенного на квадрат частоты, – сплошная линия;  

Пуассона второго типа – пунктирная линия) при линейной x-поляризации с кольцевым распределением при длительности  
импульса 10 фс (первая колонка) и 1 фс (вторая колонка): действительная часть импульса (a), амплитуда  

частотного спектра (б), сечение интенсивности в фокальной плоскости вдоль оси X (в) 

2.2. Расчёт поля в фокальной области  
при различных поляризациях  

Как следует из теоретического анализа (33)–(36), 
вид поля в фокальной плоскости существенно зави-
сит от вектора Qm(ρ,ϕ,θ), который, в свою очередь, 
определяется состоянием поляризации и номером 
вихревой сингулярности m [35]. 

Как было показано в работах [44, 45], при острой 
фокусировке особый интерес представляет вихревая 
сингулярность первого порядка (m = 1). Поэтому да-
лее рассмотрим 4 состояния поляризации в отсутст-

вие вихревой сингулярности и при наличии оптиче-
ского вихря первого порядка.  

Результаты острой фокусировки (NA = 0,99) для 
импульса Пуассона длительностью 1 фс для различных 
типов поляризаций при узкой кольцевой апертуре по-
казаны в табл. 2 и 3. 

Рассмотрим сначала радиальную поляризацию. В 
случае острой фокусировки при кольцевой апертуре 
поле в (42) будет в основном состоять из продольной 
компоненты (с учётом k = ω/c): 

( )
( ) ( )

max
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, 0,1

1
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( , , , ) ( ) exp d .

, 14
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rng m i

J c mif zE z t A i t n
ie J c mc c

ω
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ω
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∫  (50) 
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Табл. 2. Результаты фокусировки для импульса Пуассона (30) длительностью 1 фс для различных типов поляризаций 
при узкой кольцевой апертуре и NA = 0,99 (негативные изображения) 

Тип  
поляризации Без вихря (m = 0) С вихрем первого порядка (m = 1) 

 

Продольное распределение 
интенсивности 

z ∈[–λ, λ], 
x ∈[–0,5λ, 0,5λ] 

Интенсивность  
в фокальной  
плоскости 

x,y ∈[–0,5λ, 0,5λ] 

Продольное распределение 
интенсивности 

z ∈[–λ, λ], 
x ∈[–0,5λ, 0,5λ] 

Интенсивность  
в фокальной  
плоскости 

x,y ∈[–0,5λ, 0,5λ] 

Линейная,  
X 

    

Круговая, 
“−” 

    

Радиальная 

    

Азимутальная 

    
 

Как следует из (50), в отсутствие вихревой фазы 
частотный спектр взвешивается на функцию Бесселя 
нулевого порядка, а в присутствии вихревой фазы 
первого порядка – на функцию Бесселя первого по-
рядка. Во втором случае вклад высоких частот будет 
выше, а, следовательно, распределение в фокальной 
области окажется относительно меньшего размера. 
Эти рассуждения подтверждаются результатами рас-
чёта, представленными в табл. 2, 3 (третья строка). 

Аналогичный результат будет для азимутальной 
поляризации, но для поперечных компонент: 
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∫  (51) 

Интересные результаты получаются для круговой 
поляризации (табл. 2,3 вторая строка) и линейной по-
ляризации в присутствии вихря первого порядка 
(табл. 2, 3 первая строка). 

Во всех случаях, кроме радиальной поляризации, 
обнаруженный эффект относительно большего умень-
шения размера фокального пятна связан с попереч-
ными компонентами векторного электрического поля 
[47]. Это важно, т.к. эти компоненты не являются за-
тухающими в направлении распространения пучка и 
их проще регистрировать. 

Для Гауссова импульса аналогичные результаты 
показаны в табл. 4. Видно, что обнаруженный эффект 
в этом случае выражен гораздо слабее из-за того, что 
спектр Гауссова импульса имеет меньше энергии в 
высоких частотах. Однако сохраняется более сущест-
венное влияние длительности импульса при линейной 
и круговой поляризациях, чем в случае цилиндриче-
ских типов поляризации. Заметим также, что мини-
мальное по размеру фокальное пятно получается во 
всех случаях при азимутальной поляризации при на-
личии вихревой фазы первого порядка [46]. 

Заключение 
Рассмотрены различные типы импульсов, включая 

Гаусса, Лоренца и Пуассона, и свойства их частотных 
спектров. Показано, что существенное различие меж-
ду импульсами начинается только при очень корот-
ких длительностях (менее периода осцилляции). В 
этом случае вместо импульса Гаусса, спектр которого 
может включать отрицательные частоты, нужно ис-
пользовать другие типы импульсов, например, им-
пульс Пуассона. 

Сравнительное моделирование фокусировки корот-
ких импульсов при линейной поляризации показало, 
что даже в этом случае спектр импульса Пуассона 
ближе к спектру импульса Гаусса (так как максимумы 
совпадают), чем другие, которые смещаются вправо. 
При этом у импульса Пуассона высокие частоты име-
ют больше энергии, чем даже у Гауссова спектра, 
взвешенного на квадрат частоты. В результате самое 
широкое фокальное пятно формируется при использо-
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вании обычного Гауссова импульса, а самое узкое – 
при использовании импульса Пуассона. 

Выполнено сравнительное моделирование фоку-
сировки коротких импульсов Гаусса и Пуассона при 
различных состояниях поляризации и порядках вих-
ревой сингулярности. Показано, что для субциклич-
ного импульса Пуассона, имеющего значительную 
энергию в высоких частотах, состояние поляризации 

и наличие вихревой фазовой сингулярности сущест-
венно влияет на распределение в фокальной области 
и относительное изменение размера фокального пят-
на при изменении длительности импульса. 
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Табл. 3. Сечения в фокальной плоскости для различных типов поляризаций при острой фокусировке и узкой кольцевой 

апертуре для импульса Пуассона (30) (10 фс – пунктирная линия, 1 фс – точечная линия) 

Тип  
поляризации Без вихря (m = 0) С вихрем первого порядка (m = 1) 

Линейная,  
X 

 
FWHM(10fs) = 0,83λ;  FWHM(1fs) = 0,36λ, μ = 2,3

 
FWHM(10fs) = 0,48λ;  FWHM(1fs) = 0,19λ, μ = 2,52

Круговая, 
“−” 

 
FWHM(10fs) = 0,59λ;  FWHM(1fs) = 0,25λ, μ = 2,36

 
FWHM(10fs) = 0,62λ;  FWHM(1fs) = 0,26λ, μ = 2,38

Радиальная 

 
FWHM(10fs) = 0,39λ;  FWHM(1fs) = 0,19λ, μ = 2,05

 
FWHM(10fs) = 0,61λ; FWHM(1fs) = 0,26λ, μ = 2,34 

Азимутальная 

 
FWHM(10fs) = 0,62λ;  FWHM(1fs) = 0,26λ, μ = 2,38

 
FWHM(10fs) = 0,39λ; FWHM(1fs) = 0,19λ, μ = 2,05 
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COMPARISON OF FOCUSING OF SHORT PULSES IN THE DEBYE APPROXIMATION 
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Abstract  
We have examined different types of pulses and features of their frequency spectra. Calcula-

tions have shown that a significant distinction between the pulses only takes place at a very short 
pulse duration (shorter than the oscillation period). In this case, the Gaussian pulse becomes non-
physical and one needs to use other types of pulses, for example, the Poisson pulse. We performed 
comparative modeling of focusing of short pulses by an aplanatic lens for different polarization 
states and vortex singularity orders in the Debye approximation. We have shown that the polariza-
tion state and the presence of vortex phase singularity essentially affect the distribution in the focal 
area for a subcycle Poisson pulse. 

Keywords: short pulses, frequency spectrum, pulses focusing, tight focusing, aplanatic lens, De-
bye approximation. 
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Аннотация 
В работе рассматривается метод сегментации временных серий спутниковых изобра-

жений, позволяющий использовать разновременную информацию при формировании 
границ сегментов. Метод выделяет однородные объекты со схожей временной динамикой 
дистанционных характеристик, небольшими порциями анализируя значительные по объ-
ёму массивы разновременных входных данных, позволяя получать целостный результат 
сегментации на протяженные территории. Логика формирования сегментов максимально 
упрощена для обеспечения минимального времени работы, при этом точность проведения 
границ достаточна для решения задач мониторинга и распознавания быстроменяющихся 
типов растительного покрова, таких как сельскохозяйственная растительность. Описан-
ный метод сегментации в настоящее время используется в автоматических алгоритмах опе-
ративного анализа спутниковых данных, разработанных в ИКИ РАН для распознавания и 
оценки состояния растительности на больших территориях, в частности, озимых, яровых 
культур, используемых пахотных земель. Возможность установления границ сегментов в 
условиях наличия пропущенных значений во временных сериях данных позволяет рассчи-
тывать и восстанавливать недостающие измерения на основе спектрально-временных свя-
зей между пикселями сегмента. Устойчивость метода к шуму в исходных данных дистанци-
онных наблюдений может быть использована для его подавления, что показано на примере 
радиолокационных изображений. 
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Введение 
Сегментация спутниковых изображений часто ис-

пользуется для выделения однородных объектов с 
целью упрощения дальнейшей интерпретации сним-
ков, в том числе на основе автоматических алгорит-
мов. В настоящее время существует множество мето-
дов сегментации изображений, основанных на ис-
пользовании мультиспектральных, текстурных и дру-
гих признаков [1 – 12], что вызвано сложностью реа-
лизации универсального автоматического метода, 
подходящего для решения любых задач. Стратегия 
сегментации изображений может различаться в зави-
симости от характеристик приборов и спутниковых 
систем, а также стоящих перед пользователем задач, 
однако зачастую именно одномоментные мультис-
пектральные изображения рассматриваются в качест-
ве источника пространственной информации. Для 
максимально полного извлечения разнородной ин-
формации из одномоментного изображения наиболее 
эффективными оказываются вычислительно трудо-
емкие алгоритмы [7, 13].  

Нередко особенности сезонной или многолетней 
изменчивости соседних объектов растительного по-
крова могут нести больше информации об их семан-
тической близости, чем одномоментные характери-
стики их пространственной структуры или спектра. 
Например, к распространенным задачам дистанцион-

ного мониторинга сельскохозяйственной раститель-
ности относится идентификация участков полей, за-
сеянных различными культурами, каждая из которых 
представляет собой однотипную травянистую расти-
тельность с несколько различной динамикой сезонно-
го развития. При этом одномоментные различия 
спектрально-отражательных характеристик участков 
обычно невелики, а для некоторых моментов времени 
практически отсутствуют. С другой стороны, имею-
щаяся ввиду наличия сельскохозяйственных севообо-
ротов пространственная изменчивость спектрально-
динамических характеристик пахотных земель может 
приводить к тому, что в момент максимальных разли-
чий между объектами одного типа растительного по-
крова разница между другой парой объектов выражена 
очень слабо. Таким образом, поиск фиксированных 
моментов времени с максимальной разделимостью не-
которой совокупности объектов не всегда является 
выигрышной стратегией для устойчивого автоматиче-
ского разделения всех объектов. При этом нужно учи-
тывать и практически неизбежное наличие пропусков 
в данных спутниковых наблюдений ввиду облачности, 
теней от неё и прочих мешающих факторов.  

Многие алгоритмы сегментации используют прин-
ципы итеративности и иерархичности [5, 7, 14]. Так, 
иерархический объектный подход применяется в ряде 
коммерческих программных продуктов, где цвет, 
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форма, текстура и размер объектов являются призна-
ками для итеративной сегментации. Требование 
уменьшения времени работы при анализе данных 
больших объемов диктует необходимость создания 
разноуровневой структуры объектов, предполагающей 
последовательную агрегацию областей изображений, 
соответствующих пространственно-связанным изме-
рениям. Актуальным является вопрос количества па-
раметров сегментации: большое количество степеней 
свободы позволяет точнее настроить результат сегмен-
тации под конкретную задачу, но также требует более 
глубокого понимания алгоритма обработки данных 
конечным пользователем. Методы с малым количест-
вом параметров проще настроить под конкретную за-
дачу, но они обычно являются и менее гибкими.  

Разработанные в ИКИ РАН методы широкомас-
штабного дистанционного мониторинга растительного 
покрова, в частности сельскохозяйственной раститель-
ности, предполагают получение оперативной инфор-
мации о площадях и состоянии посевов в широком 
диапазоне агроклиматических и социально-экономи-
ческих условий, различной пространственной структу-
ры и морфологии полей в условиях различной интен-
сивности воздействия мешающих факторов [15 – 21]. 
В то же время при решении задач оперативного спут-
никового мониторинга больших территорий (стран или 
континентов) требуется создание единого и однород-
ного бесшовного покрытия сегментами, которое может 
иметь объём, измеряемый единицами или десятками 
гигабайт в зависимости от величины пространственно-
го разрешения. Поскольку объём временных рядов, 
необходимых для сегментации входных спутниковых 
данных, описывающих сезонную динамику объектов 
мониторинга, многократно превышает указанные вы-
ше значения, метод сегментации должен обеспечивать 
управление данными больших объёмов. 

В настоящей статье описывается метод выделения 
однородных областей на основе временной серии 
спутниковых данных с наличием пропусков, поддер-
живающий работу с изображениями больших объё-
мов. Метод использует минимальное число парамет-
ров, используя понятные для интерпретации пользо-
вателем метрики, а также простую логику слияния 
объектов для ускорения вычислений. Упрощение ло-
гики алгоритма может привести к изменению качест-
ва результатов, поэтому целью в рамках данной рабо-
ты было исследование стабильности контрольных ха-
рактеристик сегментации в рабочем диапазоне изме-
нения входных параметров. Дополнительно метод 
был исследован в условиях наличия шумов во вход-
ных данных на примере анализа результатов сегмен-
тации спекл-зашумленных радиолокационных изо-
бражений C-диапазона, полученных спутниковой 
системой Sentinel-1. 

1. Условия работы метода 
Для автоматизированного решения задач широко-

масштабного спутникового мониторинга и устойчиво-
го выделения объектов земного покрова на основе фе-

нологических различий их дистанционных характери-
стик реализован метод сегментации, позволяющий: 

1)  использовать основанные на временных сериях 
дистанционных измерений метрики; 

2)  учитывать возможное наличие пропущенных из-
мерений и шумов во временных сериях данных; 

3)  создавать однородное покрытие сегментами без 
пробелов и стыков для территории произволь-
ного размера. 

Ввиду необходимости использования значительно-
го (терабайты) объема входных данных в процессе об-
работки больших территорий, метод должен поддер-
живать их локальную загрузку и анализ небольшими 
порциями, обеспечивая при этом пространственную 
связность результатов сегментации. Другими требова-
ниями являлись относительная простота задаваемых 
параметров и быстродействие алгоритма сегментации 
изображений для обеспечения своевременного выпол-
нения текущих задач оперативного мониторинга рас-
тительного покрова. 

2.Описание метода и используемых метрик 
Метод использует объектно-ориентированную муль-

тимасштабную модель анализа изображений, рассчи-
тывая характеристики для агломерации объектов, 
объединенных на предыдущей итерации, и работает 
по принципу «снизу-вверх». Под объектом здесь и 
далее понимается пиксель или пространственно свя-
занная группа соседних пикселей (и соответствую-
щий им участок земной поверхности). Объект рас-
сматривается как единое целое на текущем шаге ал-
горитма. Агломерациями объектов считается набор 
пространственно связанных соседних объектов, изу-
чаемых на текущем шаге на предмет слияния в еди-
ный объект. В основе метода лежит использование 
парных метрик, рассчитываемых для сравниваемых 
соседних объектов текущего масштаба. В качестве 
таких метрик, извлекаемых из временных серий 
спутниковых данных, используются взаимный коэф-
фициент корреляции Пирсона и взаимное расстояние 
между временными рядами пар сравниваемых объек-
тов. Пусть задан одномерный вектор значений 
X = {xi, i =1.. N, N >>1} как серия разновременных из-
мерений дистанционных характеристик объекта, где 
N – общее количество таких измерений. Тогда для 
пары указанным образом заданных одномерных век-
торов X и Y, принадлежащих двум соседним объек-
там, на любой итерации можно рассчитать значения 
метрик коэффициента корреляции  

2 2

( )( )

( ) ( )
i i

i i

x x y y
K

x x y y

− −
=

− −
∑
∑ ∑

  (1) 

и взаимного относительного расстояния  
1

max( , )
i i

i i

x y
D

N x y
−

= ∑ , (2)  

где x и y – выборочные средние для векторов X и Y, а 
max (xi, yi) – функция, возвращающая значение наи-
большего элемента из пары. 
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Легко понять, что чем сильнее связаны между 
собой объекты, тем выше значение коэффициента 
корреляции и ниже значение взаимного относитель-
ного расстояния. Использование коэффициента кор-
реляции позволяет группировать объекты со схожей 
динамикой значений разновременных измерений, а 
метрика взаимного относительного расстояния уста-
навливает необходимое ограничение на максималь-
но допустимые различия между временными серия-
ми. Для ускорения анализа при оценке величины 
связи между объектами используется метрика обще-
го парного расстояния P (далее – парное расстоя-
ние), рассчитываемая на основе метрик (1) и (2) сле-
дующим образом: 

2
DP

K
=

+
. (3)  

Значения этой парной метрики растут при увеличении 
взаимного относительного расстояния D и при уменьше-
нии коэффициента корреляция Пирсона К, т.е. по мере 
ослабевания связи между парой объектов (рис. 1). 

 
Рис. 1. Изолинии значений метрики общего парного 
расстояния P в пространстве значений корреляции K 

и относительного расстояния D 
На каждой итерации объект текущего масштаба 

сравнивается со всеми соседними объектами с расче-
том метрики общего расстояния и формированием 
предпочтительных направлений возможного слияния. 
Результат сравнения можно представить в виде це-
почки взаимных ссылок объектов друг на друга. Ана-
лог получаемой карты ссылок – это ориентированный 
граф, рёбра которого имеют связанный со значениями 
метрики парного расстояния вес.  

С точки зрения общей классификации методов 
выделения однородных областей описываемый под-
ход ближе всего к сегментации на основе водоразде-
ла, поскольку реализует принцип «текущей капли» 
(«drop of water principle» в работе [22]), однако ис-
пользуемые им парные метрики не подразумевают 
существование локальных минимумов и абсолютных 
градиентов значений этих метрик, на которые полага-
ется сегментация такого рода. Было показано [22], 
что сегментация методом водораздела по принципу 
текущей капли топологически эквивалентна задаче 
построения минимального покрывающего дерева – 
графа, имеющего минимальный возможный вес. Не-
которые другие методы сегментации [23 – 25] тоже 

могут использовать подходы, позаимствованные из 
теории графов, в частности, метод разрезания графа. 
Разрезание самой длинной связи также используется 
в рамках описываемого метода в целях обеспечения 
необходимой однородности конечного сегмента. 

Алгоритм выделения однородных областей можно 
представить в виде следующих шагов: 
1. Поиск соседей каждого объекта. На первой итера-

ции каждый пиксель является отдельным объектом. 
2. Расчет парных метрик, численные значения кото-

рых определяют силу связи, для каждого из со-
седних объектов и установление направления 
(ссылки) на ближайшего (в терминах парного рас-
стояния) соседа. 

3. Создание списка всех объектов, связанных ссыл-
ками друг с другом. 

4. Поиск среди связанных ссылками центрального 
объекта, который характеризуется минимальным 
суммарным значением парного расстояния до ос-
тальных объектов формируемой агломерации. 

5. Проверка на однородность текущей агломерации 
объектов путём их сравнения с центральным объ-
ектом. Если элемент агломерации выходит за пре-
делы области однородности, размеры которой 
обусловлены заданными пользователем порого-
выми значениями метрик D и K, то агломерация 
считается неоднородной, и далее принимаются 
меры по устранению причин неоднородности 
(п. 7). Переход к п. 6 в противном случае. 

6. Дальнейшее изучение текущей агломерации на 
уровне отдельных пикселов путём их сравнения с 
центральным объектом на основе метрик D и K. В 
случае превышения пороговых значений на эти 
метрики агломерация считается неоднородной. 

7. В случае, если на шагах 5 или 6 алгоритма текущая 
агломерация оказалась неоднородной, то среди об-
разующих её объектов разрезается наиболее слабая 
связь, характеризуемая максимальным значением 
парного расстояния между составляющими её объ-
ектами; иначе считается, что проверка на однород-
ность пройдена успешно (п. 8). 

8. Если проверки на однородность агломерации 
пройдены успешно, её характеристики пересчиты-
ваются в процессе агрегации составляющих её 
объектов, и она рассматривается как единый объ-
ект на следующей итерации. 

9. Итерации повторяются, пока положение и разме-
ры объектов не перестанут меняться. 

3. Оценка точности положения  
границ сегментов 

Относительно высокая скорость работы сегмента-
ции изображений описанным методом достигается 
последовательным повышением уровня агрегации 
объектов. Отметим, что положение границ сегментов 
алгоритмом специально не контролируется, поэтому 
оценка точности и устойчивости их проведения при 
различных входных параметрах является достаточно 
объективной независимой характеристикой метода. 
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Для обеспечения сравнимости и исследования ре-
зультатов сегментации, полученных при различных 
параметрах, была зафиксирована область анализа и 
набор входных данных. В качестве признаков для 
сегментации использовалась временная серия изо-
бражений NDVI (Normalized Difference Vegetation In-
dex), полученных на основе измерений прибора OLI 
(Landsat 8), охватывающая часть вегетационного пе-
риода растительности с марта по сентябрь 2016 года 
для прямоугольного участка в Ставропольском крае 
размером 40 на 60 км. Участок характеризуется вы-
раженной неоднородностью сельскохозяйственного 
ландшафта и наличием большого количества культур 
в локальных севооборотах (рис. 2).  

а)  

б)  
Рис. 2. Разновременной RGB синтез набора исходных 

изображений NDVI по данным OLI (Landsat 8) на тестовый 
регион Ставропольского края (здесь Red-Green-Blue: 
30.07.2016-12.06.2016-9.09.2016 соответственно) (а) 
и пример сегментации, полученный по этому набору (б); 

палитра использует минимально достаточное  
количество цветов для разделения сегментов 

Сельскохозяйственные поля зачастую окружены 
узкими защитными лесополосами, а их размер варьи-
руется в широком диапазоне значений. Практикуется 
ежегодное переразбиение больших полей на участки 
меньшего размера, занятые различными культурами 
текущего сезона вегетации. Для корректной и опера-
тивной оценки состояния культур и прогнозирования 
урожайности своевременное получение границ одно-
родных участков, засеянных одной культурой, явля-
ется востребованным.  

Оценка точности проведения границ в процессе 
сегментации производится путем анализа спектраль-
но-динамической схожести трёх референтных пиксе-
лей. Тройка пикселей формируется на границе двух 

соседних сегментов таким образом, чтобы централь-
ный пиксель непосредственно граничил (углом или 
гранью) с двумя другими. При этом один из двух не-
центральных пикселей должен принадлежать тому же 
сегменту, что и центральный (назовём эту пару внут-
рисегментными пикселями), а второй должен при-
надлежать соседнему сегменту (этот пиксель вместе с 
центральным формируют пару, которую назовём раз-
носегментными пикселями). В общем случае два не-
центральных пикселя не граничат друг с другом и 
связи внутри этой пары далее не рассматриваются. 
Согласно логике разбиения изображения алгоритмом, 
можно ожидать, что внутрисегментные пиксели об-
ладают необходимой в терминах входных пороговых 
значений схожестью по каждой из метрик K и D, и, 
наоборот, разносегментные пиксели различаются 
сильнее (недостаточно похожи), чем определенный 
пороговыми значениями уровень – как минимум по 
одной из метрик. 

Для получения интегральной оценки результата 
сегментации на регион использовалась квазирегуляр-
ная сеть из сформированных указанным выше образом 
троек референтных пикселей, которые автоматически 
подбирались максимально близко к узлам регулярной 
сети, равномерно покрывающей тестовую область. 
Каждая тройка пикселей продуцирует две пары харак-
теристик Ki, Di, соответствующих меткам на диаграм-
ме, представленной рис. 3: одна пара значений соот-
ветствовала результатам сравнения внутрисегментных 
пикселей Kx, Dx (x-образные метки), а другая – резуль-
татам сравнения разносегментных пикселей Ko, Do (o-
образные метки). Прямоугольная рамка на рисунке ог-
раничивает область А множества сочетаний значений 
параметров, которым должны соответствовать пиксели 
объектов с необходимой степенью связи (в данном 
случае пороговые значения метрик: K = 0,97, D = 0,02). 
Таким образом, к ошибкам проведения границ отно-
сятся ситуации, когда x-образные метки находятся в 
области Б значений метрик (недосегментация), а также 
когда o-образные метки попадают в ограниченную 
рамкой область А значений метрик (пересегментация). 
Общая точность проведения границ при текущих па-
раметрах сегментации рассчитывается как количество 
случаев верно проведенных границ, отнесенное к чис-
лу всех исследуемых случаев. 

Поскольку имеются две степени свободы, непо-
средственно влияющие на результат сегментации, 
можно анализировать зависимость точности положе-
ния границ от двух параметров одновременно, полу-
чив на выходе трехмерный график. Однако такой ре-
зультат представляется избыточным и малоинформа-
тивным ввиду того, что метод во многом опирается 
на значения метрики общего расстояния, а получение 
трехмерной зависимости является вычислительно 
трудоёмкой задачей. 

Анализ точности проведения границ в зависимо-
сти от всех параметров сегментации является более 
информативным при движении по траектории «наи-
скорейшего спуска» в пространстве используемых 
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метрик, т.е. такого одновременного изменения вход-
ных пороговых значений для метрик K и D, когда об-
разуемая парами их значений линия местно перпен-
дикулярна изолиниям метрики общего парного рас-
стояния P (рис. 4). 

При движении по этой траектории можно за-
фиксировать некоторый шаг изменения общего 
расстояния, позволяющий с необходимой деталь-
ностью описать динамику общей точности прове-
дения границ. Для каждого результата сегмента-
ции, полученного на текущем шаге при соответст-

вующих входных пороговых значениях на метрики 
K и D, точность проведения границ была рассчита-
на на основе 160 троек референтных пикселов, рас-
положенных максимально близко к узлам регуляр-
ной сети, покрывающей тестовый регион. Для это-
го рассчитывалось количество исходов всех типов, 
учитывая число попадания меток в соответствую-
щие области рис. 3, и формировалась матрица 
ошибок, общая точность которой OA является 
функцией от значения метрики общего парного 
расстояния P (рис. 5). 

 
Рис. 3. Пример диаграммы для оценки точности проведения границ при сегментации для 160 сегментов регулярной сети: 
значками «○» показаны результаты сравнения пар пикселей из разных сегментов, значками «×» – пар из одного сегмента, 

рамкой показана область пороговых значений параметров сегментации (K = 0,97, D = 0,02) 

  
Рис. 4. Кривая оптимального изменения параметров  
оценки сегментации (черный), перпендикулярная  

изолиниям метрики общего парного расстояния (серый) 

Рис. 5. Изменение точности OA проведения границ 
при автоматической сегментации по мере ослабления 

пороговых значений на входные параметры 

График на рис. 5 демонстрирует ожидаемое общее 
уменьшение точности сегментации в терминах поло-
жения границ по мере ослабления входных пороговых 
значений. Некоторая немонотонность снижения точ-
ности обусловлена локальными вариациями статисти-
ческого разнообразия выборки из тестовых троек, ко-
торое меняется по мере изменения входных парамет-
ров сегментации и увеличения размеров сегментов. Из 
общих соображений понятно, что в целом график дол-
жен демонстрировать монотонное снижение общей 

точности положения границ по мере смягчения вход-
ных параметров и увеличения порогового значения 
общего парного расстояния P. Стартовое значение 
точности при наиболее жестких из набора исследуе-
мых пороговых значений превышает отметку 80 %. 
При этом, очевидно, значения точности будут стре-
миться к отметке 100 % при дальнейшем ужесточении 
пороговых значений до максимально возможных, ко-
гда каждый сегмент представляет собой отдельный 
пиксел (максимально возможная пересегментация). 
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Интерес представляет кривая точности в диапазоне об-
щего расстояния от 0,1 и далее, где наблюдается стаби-
лизация общей точности возле значений 73 – 75 %. По-
мимо демонстрации характеристик метода, этот ре-
зультат также характеризует величину общей неодно-
родности тестового региона через количество и распо-
ложение ландшафтно-однородных зон. В частности, 
для любого относительно неоднородного участка зем-
ной поверхности можно ожидать, что подобный гра-
фик будет иметь несколько регионов стабильных зна-
чений (плато) на разных уровнях общей точности с 
участками скачкообразных переходов между ними. 
Наличие участков плато обусловлено существованием 
некоторого диапазона параметров сегментации, когда 
положение границ сегментов стабилизировано и меня-
ется слабо, сталкиваясь с чёткими природными грани-
цами между объектами разных типов земного покрова. 

4. Особенности и приложения метода 
Возможность сегментации временных рядов 

изображений в условиях наличия  
пропущенных значений 

Используемые методом метрики допускают нали-
чие пропущенных значений во временных сериях дан-
ных, если имеющиеся безоблачные измерения позво-
ляют установить спектрально-динамические связи ме-
жду примитивами. Вероятность успешного восстанов-
ления связи ассоциирована с близостью закона распре-
деления набора имеющихся безоблачных измерений в 
текущем пикселе к Гауссовому, который, в частности, 
лежит в основе расчета метрики К. Согласно закону 
больших чисел, увеличение количества измерений ве-
дет к приближению распределения к нормальному ви-
ду и, следовательно, большей толерантности метода к 
наличию пропущенных значений. Для демонстрации 
устойчивости результатов сегментации область про-
пущенных значений была искусственно создана в од-
ном из признаков набора входных данных (рис. 6), со-
стоящего из 9 разновременных изображений. При оди-
наковых входных параметрах сегментации результаты 
выделения границ до и после внесенных изменений 
соответствуют однородным объектам на изображениях 
и отличаются слабо, т.е. метод достаточно устойчив к 
возмущениям такого рода за счёт статистической из-
быточности разновременной информации. 

Подавление спекл-шума 
Спекл-шум на радиолокационных изображениях 

является неизбежной проблемой, решаемой обычно с 
помощью пространственных фильтров, при исполь-
зовании которых может происходить снижение про-
странственной детальности изображения. В частно-
сти, использование одного из наиболее популярных 
методов оконной фильтрации спекл-шума, фильтра 
Ли [26], приводит к заметному загрублению изобра-
жения, препятствуя выделению чётких границ на ос-
нове радарных данных.  

Если фенологическая динамика объектов расти-
тельного покрова достаточно выражена, описанный 
метод сегментации изображений позволяет подавить 

спекл-шум за счет его осреднения в границах сегмен-
тов. Такой подход позволяет во многом сохранить 
информацию, связанную с пространственным разре-
шением (рис. 7). 

Рисунки указывают на снижение четкости изо-
бражения для ряда объектов при использовании 
фильтра Ли (левый ряд) по сравнению с оригиналь-
ными снимками (центральный ряд). Использование 
сегментации, позволяющей выделять границы и ис-
пользовать их при подавлении спекл-шума, приводит 
к получению более чётких и контрастных изображе-
ний, что наблюдается на разных уровнях пространст-
венной детализации.  

а)  

б)  
Рис. 6. Границы сегментов (черные линии), полученные 
на основе неизмененных данных (а) и после создания 

искусственного пропуска в одном из признаков (б), область 
пропущенных значений обозначена пунктирной линией, 

на фоне – изображение признака, в котором  
была создана область пропущенных значений 

Обсуждение и заключение 
Описанный метод сегментации используется в 

автоматических алгоритмах оперативного анализа 
спутниковых данных, разработанных в ИКИ РАН, в 
частности, для распознавания и оценки состояния 
озимых и яровых культур, используемых пахотных 
земель [16 – 19]. Описанная возможность установле-
ния границ сегментов в условиях наличия пропу-
щенных значений позволяет рассчитывать и восста-
навливать недостающие измерения во временных 
сериях на основе спектрально-временных связей 
между пикселями сегмента, что было использовано, 
в частности, в работах [20, 21], где продемонстриро-
вано практическое использование восстановленных 
временных серий высокого пространственного раз-
решения для картографирования используемых па-
хотных земель. Устойчивость метода к шуму в ис-
ходных данных может быть использована для его 
подавления, что показано на примере радиолокаци-
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онных изображений, полученных спутниковой сис-
темой Sentinel-1. Метод может быть улучшен путём 
уточнения положения границ сегментов непосредст-
венно в процессе их построения, как это было опи-

сано в параграфе оценки точности, при этом при-
оритетом развития метода остаётся общее быстро-
действие алгоритма. 

     

     
Рис. 7. Пример подавления спекл-шума на изображениях Sentinel-1 (поляризация VV), здесь – разновременной синтез  

(Red-Green-Blue) за 31.05.2016, 19.05.2016, 25.04.2016 соответственно, по центру – исходные изображения,  
слева – обработанные фильтром Ли (5×5 пикселей), справа – осредненные по сегментам,  

снизу приведены фрагменты детально в аналогичном порядке
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IDENTIFICATION OF DYNAMICALLY HOMOGENEOUS AREAS WITH TIME SERIES 
SEGMENTATION OF REMOTE SENSING DATA  

D.E. Plotnikov 1, P.A. Kolbudaev 1, S.A. Bartalev 1 
1 Space Research Institute of Russian Academy of Sciences, Moscow, Russia 

Abstract  
We propose a method of segmentation of remote sensing time series data, which exploits 

multi-temporal information to identify objects’ boundaries. Extracting homogeneous objects with 
similar temporal behavior, the method analyzes large volumes of multi-temporal input data in a 
piecewise way and produces a consistent output segmentation layer for large territories. Segment 
building logic is simplified to minimize the computation time, while objects’ boundary identifica-
tion accuracy remains sufficient for remote monitoring and mapping of vegetation, and specifi-
cally, agricultural crops. At the Space Research Institute of the RAS, the proposed method is cur-
rently applied for automated on-line satellite imagery analysis for recognition and mapping of 
(winter and spring) crops on large territories and land-use evaluation. The method successfully 
deals with gaps in remote sensing time series data and performs well even when input images are 
contaminated with speckle noise. Due to its  ability to map dynamically homogeneous surface ar-
eas with partially missing data, the method provides a potential for their recovery. 
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Аннотация 
В статье рассматривается задача навигации автономного необитаемого подводного ап-

парата. Изображения, получаемые бортовой стереокамерой, используются для построения 
облаков точек, привязанных к конкретным положениям аппарата. Квантованные дескрип-
торы точек хранятся в метрическом дереве для организации процедуры быстрого поиска с 
использованием алгоритма best bin first. Связи для нового облака точек ищутся в неболь-
шой группе облаков, которые имеют наибольшее число похожих дескрипторов, сохра-
нённых в дереве. Таким образом, новое облако может быть позиционировано относитель-
но других облаков без какой-либо априорной информации о положении АНПА и точно-
сти, с которой это положение известно. Это приводит к повышению надежности системы 
навигации, делает систему нечувствительной к пропускам данных, однотонным участкам 
дна и длинным проходам без пересечений собственной траектории. В статье рассматри-
ваются алгоритмы построения облаков точек, сопоставления этих облаков, построения 
групп потенциально связанных облаков для ускорения процедуры глобального поиска 
связей. Также предлагается основной алгоритм навигации, состоящий из трёх выполняе-
мых параллельно подпрограмм: добавление изображений в систему, обновление дерева 
поиска, оптимизация. Предложенный алгоритм навигации тестируется как на реальных, 
так и на синтетических данных. Тесты на реальных данных показывают, что траектория 
может быть построена даже для последовательностей с 60 % пропущенных изображений 
и малым или нулевым перекрытием последовательных снимков. Тесты на синтетических 
данных демонстрируют, что построенная траектория близка к истинной даже для дли-
тельных миссий. Средняя скорость работы навигационной системы составляет 3 кадра в 
секунду на процессоре среднего ценового диапазона. 

Ключевые слова: АНПА, SLAM, особые точки, счисление пути, сопоставление изобра-
жений. 
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Введение 
Использование фото- и видеоданных с бортовых 

камер позволяет наиболее точно позиционировать ав-
тономный необитаемый подводный аппарат (АНПА) 
вблизи дна. Существует большое количество методов 
построения навигационных систем (НС), опираю-
щихся на визуальную информацию. Наиболее про-
стой метод – это счисление пути, он использует най-
денные трансформации между соседними кадрами 
видеопоследовательности для вычисления положения 
АНПА [1]. Этому методу свойственны все недостатки 
инерциальной НС, но в ряде случаев он позволяет 
дольше сохранять приемлемую точность. 

Наиболее распространённым подходом к визуаль-
ной навигации с одновременным построением карты 
(SLAM – Simultaneous Localization and Mapping) яв-
ляется использование расширенного фильтра Калма-
на (EKF – Extended Kalman Filter), когда вектор со-
стояния включает положение и ориентацию АНПА и 
положение ориентиров (landmarks) на карте [2, 3]. 
Новые ориентиры добавляются по мере получения 
новых изображений. При повторном посещении уже 
записанного ориентира неопределённость вектора па-
раметров уменьшается (закрытие разрыва). Для за-
крытия разрыва используются точечные особенности 
на изображениях и эллипсоид поиска, ограничиваю-

щий количество потенциально соответствующих ори-
ентиров. Так как матрица ковариаций вектора пара-
метров при использовании EKF хранится в явном ви-
де, эллипсоид поиска всегда можно оценить. Пробле-
мой использования EKF является квадратичный рост 
сложности задачи по мере добавления новых ориен-
тиров к вектору параметров. Эту проблему можно 
частично решить, разбив карту на локальные связан-
ные зоны, каждая из которых строится с использова-
нием EKF, тогда как сами зоны позиционируются пу-
тём решения задачи минимизации на графе [4]. 

Другим способом справиться с квадратично рас-
тущей сложностью EKF является использование рас-
ширенного фильтра информации (EIF – Extended 
Information Filter) [5]. В отличие от EKF, EIF опери-
рует матрицей информации, обратной к матрице ко-
вариаций. Она является разреженной, что позволяет 
значительно сократить вычисления, необходимые для 
обновления вектора состояний и самой матрицы. В 
[6] показано, как можно оценить ковариации отдель-
ных элементов вектора параметров для решения зада-
чи закрытия разрывов, не вычисляя при этом матри-
цу, обратную к матрице информации. 

Наиболее точным способом решения задачи нави-
гации является подход, основанный на построении 
графа состояний АНПА, но он применяется значи-
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тельно реже из-за сложности реализации в режиме 
реального времени. В [7] рассматривается оптимиза-
ция поиска связей между изображениями при исполь-
зовании такого подхода. Оптимизация заключается в 
том, что для поиска отбираются изображения из не-
которой окрестности предполагаемого положения 
только в том случае, если они имеют выраженный и 
достаточно уникальный текстурный рисунок. В [8] 
рассматривается подход, основанный на графе при-
менительно к стереоизображениям. 

Несмотря на то, что для решения задачи визуаль-
ной навигации АНПА могут быть применены самые 
разные подходы, их все объединяет один важный не-
достаток – для закрытия разрывов требуется сопос-
тавлять текущее изображение со всеми попадающими 
в эллипсоид неопределённости положения. Для дна с 
хорошим текстурным покрытием и при условии 
большого пересечения последовательных снимков 
неопределённость положения невелика и для закры-
тия разрывов достаточно перебрать небольшое число 
изображений. При однотонной донной поверхности, 
малом перекрытии, пропуске кадров, длительных 
проходах без пересечения траектории неопределён-
ность положения возрастает настолько, что задача за-
крытия разрывов становится нерешаемой. Чтобы 
иметь возможность закрывать разрывы независимо от 
знания о положении АНПА и неопределённости этого 
положения, в статье предлагается использовать гло-
бальный поиск дескрипторов особых точек при со-
поставлении изображений. Рассматривается система 
навигации по стереоизображениям, основанная на 
графе, использующая глобальный поиск связей меж-
ду изображениями и способная работать в режиме ре-
ального времени. 

Обозначения. Векторы и матрицы обозначены 
полужирным шрифтом: A – матрица, a, aT – векторы 
столбец и строка. Для обозначения поворота в \3 ис-
пользуется либо матрица поворота R: \3→\3, либо 
вектор поворота r∈\3, такой что |r| ≤ π – угол, а r/|r| – 
ось поворота. Функции r(R) и R(r) отвечают за пере-
вод матрицы поворота в вектор и обратно. Через 
diag(a), diag(a0, a1, ...) обозначены диагональные мат-
рицы с элементами a0, a1, ... на диагонали.  

1. Постановка задачи 
На корпусе АНПА установлены две камеры, кото-

рые могут быть описаны с использованием модели ка-
меры – обскуры (все нелинейные искажения должны 
быть устранены заранее). Будем считать, что матрицы 
внутренних параметров камер 1

cK  и 2
cK  известны. 

Также известны матрицы поворота камер 1
cR , 2

cR  и их 
положения 1

ct  и 2
ct  в системе координат АНПА. Из-

вестны 0
gt  и 0

gr  – положение и ориентация АНПА в 
глобальной системе координат в начальный момент 
времени. На аппарате работает инерциальная НС, по-
зволяющая определить положение и ориентацию ап-
парата в момент получения k-го изображения: I

kt , I
kr . 

Инерциальная НС даёт накапливающуюся со временем 
ошибку. Обозначим через I

tσ  и I
rσ  векторы средне-

квадратических отклонений положений и ориентаций, 
вычисляемых инерциальной НС за 1 секунду. 

Необходимо, используя визуальную информацию с 
камер, определять положение и ориентацию АНПА в 
момент получения k-го изображения g

kt , g
kr , 

k = 1, 2, ..., M – 1, где M – количество изображений, по-
лучаемых АНПА за миссию. В режиме фотообследо-
вания АНПА движется с небольшой скоростью, и для 
обеспечения достаточного перекрытия снимков тре-
буемая частота съёмки составляет от 0,5 до 2 кадров в 
секунду. На участках, где удалённость или характер 
дна не позволяет использовать визуальные особенно-
сти, может быть использована инерциальная НС. 

2. Построение облака точек 
На изображениях, получаемых со стереокамер 

АНПА – стереопарах, выполняется корректировка ос-
вещения [9]. Рассмотрим работу с k-й стереопарой 
(при обозначении объектов, локальных для k-й сте-
реопары, будем опускать индекс k). На изображениях 
стереопары извлекаются точечные особенности 
x1l

 = (x1l,1, x1l,2, 1)T, x2p
 = (x2p,1, x2p,2, 1)T и их SIFT-

дескрипторы d1l, d2p [10], где l = 1, 2, ..., L; p = 1, 2, ..., P; 
L и P – количество особенностей, обнаруженных на 
первом и втором изображении соответственно. 

2.1. Модель связи 
Соответствующие точки первого и второго изо-

бражения стереопары x1, x2 связаны эпиполярным ог-
раничением T

2 1 0=x Fx , где F – фундаментальная мат-
рица [11],  

T T T T 1
2 2 1 1 2 1 1 1
c c c c c c c c− −

×
⎡ ⎤= −⎣ ⎦F K R R R t R t K . 

Согласно эпиполярному ограничению точка на 
втором изображении x2, соответствующая точке x1 , 
лежит на линии, заданной коэффициентами Fx1. 

Определим функцию расстояния от точки до прямой 

( )T T
0 1 2 0 1

2 2
0 0 1 1 2 0 1

d ( , , ) , ( , ,1)

( ) .

a a a x x

a x a x a a a

=

= + + +
 

Точка первого изображения стереопары с номером 
i соответствует точке второго изображения стереопа-
ры с номером j, если выполнены следующие условия: 

1 2 maxd ( , )ij i jd d= <Fx x , (1) 

1 1
1 2 1

max

| | a b
i j ij b

m m
d m

d
−

− < +d d , (2) 

1 2 2 2
2

1 2 1 2 max,

| |
min(| |,| |)

i j a b
ij b

i p l jp l

m m
d m

d
− −

< +
− −

d d
d d d d

, (3) 

{1,2, , } \{ }, {1, 2, , } \{ }p P j l L i∈ ∈… … , 

где dmax, m1a, m1b, m2a, m2b – параметры алгоритма со-
поставления. В параграфе 6 использованы следующие 
значения этих параметров: dmax

 = 2, m1a
 = 0,3, m1b

 = 0,5, 
m2a

 = 0,8, m2b
 = 0,9. Пары индексов всех соответствую-
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щих точек формируют множество P = {(i ∈ {1, 2, ..., L}, 
j ∈ {1, 2, ..., P}) | (1) ∧ (2) ∧ (3)}. 

2.2. Данные облака 
Каждая стереопара позволяет сгенерировать облако 

точек – множество Bk. Каждая точка b ∈ Bk описывает-
ся следующими свойствами: b.x = (b.x0, b.x1, b.x2)T

 – по-
ложение в системе координат АНПА, b.C – матрица 
ковариаций вектора b.x, b.R – матрица, строки которой 
являются собственными векторами матрицы b.C, 
b.s = (b.s0, b.s1, b.s2)T – соответствующий вектор собст-
венных чисел и b.d – SIFT-дескриптор. 

Задача определения координат точки b.x по проек-
циям x1i , x2j , (i, j) ∈ P и известным матрицам камеры 

T T( | )c c c c
k k k k−K R R t , k = 1,2, называется триангуляцией и 

может быть решена различными способами [11]. Ав-
торы для определения начального приближения ис-
пользовали direct linear transformation (DLT) метод 
[11], а для уточнения результата – метод Ньютона. 

Матрица  

( ) 11 T
1 2 1 2. ( | ) ( | )xb

−−=C J J Σ J J , 

где J1
 = (J1,lp), J2

 = (J2,lp), J1,lp
 = (∂x1i,p /∂b. xl), 

J2,lp
 = (∂x2 j,p /∂b. xl), l = 0, 1, 2, p = 1, 2, а ∑x – матрица ко-

вариаций вектора (x1i,1, x1i,2, x2j,1, x2j,2). Для тестирования 
алгоритма в параграфе 6 выберем 2

x x= σΣ E , где E – 
единичная матрица, а σx

 = 2 пикселя – среднеквадрати-
ческое отклонение измерений координат особых точек. 

Дескриптор b.d рассчитывается как средний век-
тор между дескрипторами соответствующих точек на 
стереопаре: b.d = (d1i

 + d2j) /2. Каждой паре сопостав-
ленных точек (i, j) ∈ P соответствует одна точка в 
множестве Bk. Таким образом, | P | = | Bk | – количество 
точек в k-м облаке. 

2.3. Компактное представление данных 
При большом количестве изображений в системе 

актуальным становится вопрос хранения данных об-
лаков в оперативной памяти. Большая часть данных 
может храниться на диске и загружаться при необхо-
димости, но для алгоритма поиска потенциально свя-
занных облаков точек требуется присутствие в памя-
ти дескрипторов b.d, b ∈ Bk, k = 0, 1, ..., M – 1. 

Эффективным способом уменьшения объема па-
мяти, занимаемого дескрипторами b.d, является кван-
тование. Компоненты дескрипторов предлагается 
квантовать по группам (product quantization) [12]. 
Приемлемая точность поиска связанных облаков (па-
раграф 4.1) может быть обеспечена, если разбить век-
тор SIFT-дескриптора на 16 групп по 8 компонент в 
каждой. При таком разбиении достаточно словаря из 
256 слов для каждой группы. Таким образом, 128-
мерный SIFT-дескриптор b.d может быть представлен 
16-мерным вектором b.dʹ, каждый компонент которо-
го представлен однобайтным индексом в словарь со-
ответствующей группы. Операция построения слова-
рей может быть выполнена с использованием алго-
ритма K-средних до выполнения миссии. При этом 

для построения выбираются дескрипторы с изобра-
жений, типичных для акватории, в которой будет вы-
полняться миссия. Подробно процесс квантования 
описан в работе [12]. 

3. Вычисление связи между облаками точек 
Два облака точек Bk и Bl могут содержать некото-

рое количество пар соответствующих точек (имею-
щих одинаковое положение в глобальной системе ко-
ординат). Наличие таких точек позволяет рассчитать 
преобразование, связывающее точки из облака Bl с 
точками из облака Bk. 

3.1. Определение точечных соответствий 
Рассмотрим точки bk

 ∈ Bk и bl
 ∈ Bl, k ≠ l. Близость 

этих точек характеризует функция асимметричного 
расстояния d( . , . )l kb b ′d d�  (ADC) [12]. Асимметричное 
расстояние, вычисляемое между полным дескрипто-
ром и его квантованной версией, согласно [12] точнее 
аппроксимирует истинное расстояние |bl.d – bk.d|, чем 
симметричное расстояние, вычисляемое между двумя 
квантованными дескрипторами. 

Для соответствующих точек bk и bl важно, чтобы 
каждая из них не образовывала пар с другими точка-
ми с похожим расстоянием, т.е. следующая функция 
должна быть по возможности меньше: 

( ) ( )
,

d( . , . )
d , ,

min d( . , . ),d( . , . )
j i

l k
r k l

j k l ib b

b b
b b

b b b b

′
=

′ ′

d d
d d d d

�
� �  

{ } { }\ , \j l l i k kb B b b B b∈ ∈ . 
Множество пар потенциально соответствующих 

точек bk
 ∈ Bk и bl

 ∈ Bl 

1 2{( , ) | d( . , . ) d ( , ) }kl k l l k b r k l bB b b b b m b b m′ ′= < ∧ <d d� . 

3.2. Фильтрация ложных соответствий 
Множество klB′  может содержать ложные соответ-

ствия. Применение стандартной процедуры RANSAC 
[13] для фильтрации ложных соответствий затрудне-
но тем, что для вычисления границ, в рамках которых 
точка может считаться инлайером для подобранной 
модели, требуются затратные по времени вычисле-
ния. Отфильтровать ложные соответствия можно 
опираясь на тот факт, что расстояние между любыми 
двумя точками одного облака должно быть равно 
расстоянию между соответствующими точками дру-
гого облака. Рассмотрим функцию – счётчик от четы-
рёх точек (bk, bl), (ck, cl) ∈ 

klB′  

1, ( , , , ) Δ( , , , ) ,
I ( , , , )

0, ( , , , ) Δ( , , , ) ,
k k l l k k l l

k k l l
k k l l k k l l

b c b c b c b c
b c b c

b c b c b c b c
Λ ≤⎧

= ⎨ Λ >⎩
 

( , , , ) | . . | | . . |k k l l k k l lb c b c b c b cΛ = − − −x x x x , 

. .
( , , , ) , ,

. .

. .
, , ,

. .

k k
k k l l k k

k k

l l
l l

l l

b c
b c b c b c

b c

b c
b c

b c

⎛ ⎞−
Δ = δ +⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠

⎛ ⎞−
+ δ⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠

x x
x x

x x
x x
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( ), , t ( , ) t ( , )b c b cδ = +v v v , 

где t (b, v) – расстояние вдоль v от точки b до точки 
пересечения с границей эллипсоида ковариаций век-
тора b.x, построенного на расстоянии в s раз превы-
шающем дисперсию b.x (предположив нормальное 
распределение ошибки в определении b.x, согласно 
правилу трёх сигм, выберем s = 32). Функцию t (b, v), 
|v| = 1, можно определить, подставив точку t (b, v)⋅b.Rv 
в уравнение эллипсоида и выразив 

0 1 2. . . diag ( . ) .
t ( , )

diag ( . ) .
s b s b s b s b b

b
b b

⋅ ⋅ ⋅
=

⋅

g Rv Rv
v

g Rv Rv
, 

где g = (b.s1
 b.s2, b.s0

 b.s2, b.s0
 b.s1). Используя функцию 

I (bk, ck, bl, cl), можно для каждой пары соответствую-
щих точек определить количество других пар точек, 
расстояния до которых в обоих облаках одинаково: 

( , )

n ( , ) I ( , , , ) , ( , )
k l kl

k l k k l l k l kl
c c B

b b b c b c b b B
′∈

′= ∈∑ . 

Введём множество 

B ( ) {( , ) | n ( , ) }kl k l kl k lN b b B b b N′= ∈ ≥ , 

тогда множество истинных соответствий 

|B ( )|B (min )
klkl kl N NB N≥= . 

Рассмотрим зависимость |Bkl | от | |klB′  для связанных 
облаков точек и несвязанных, где точечные соответст-
вия определены случайным образом. Рис. 1 отображает 
зависимость, построенную для 20000 связанных и 
20000 несвязанных облаков. Из pис. 1 видно, что эти 
множества могут быть разделены прямой линией. 

 
Рис. 1. Соотношение истинных и ложных соответствий 

для связанных и несвязанных облаков точек 
Факт наличия связи можно установить, если вы-

полняется условие f (α1, β1) = |Bkl| – α1
 – β1 | |klB′  > 0, где 

α1
 = 5 и β1

 = 0,3 (такие значения позволяют отфильт-
ровать ложные и неустойчивые связи). Надёжность 
связи опишем величиной 

1 1

1 1 2 2

f ( , )
max 0,05, min 1,

f ( , ) f ( , )

| |
min 1, ,

kl

kl

s

V

B
K

⎛ ⎞⎛ ⎞α β
= ×⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟α β − α β⎝ ⎠⎝ ⎠

⎛ ⎞
× ⎜ ⎟

⎝ ⎠

 

где Ks – минимальное количество точек, соответст-
вующее надежной связи. В параграфе 6 используются 
следующие значения: α2

 = 10 и β2
 = 0,4 и Ks

 = 25. 
3.3. Модель связи 

Для (bk, bl) ∈ Bkl справедливо соотношение 
. .k kl l klb b= +x R x t , 

где tkl – вектор смещения между облаками, а Rkl – 
матрица поворота. Чтобы найти Rkl, воспользуемся 
алгоритмом Кабша [14]. Для этого рассчитаем: 

( , ) ( , )

1 1. , .
| | | |

k l kl k l kl

k k l l
b b B b b Bkl kl

b b
B B∈ ∈

= =∑ ∑x x x x , 

T

( , )
( . )( . ) .

k l kl

k k l l
b b B

b b
∈

= − −∑A x x x x  

Если A = UDVT – сингулярное разложение матри-
цы A, то матрица Rkl

 = U diag (1, 1, det (UVT))VT, а век-
тор tkl

 = 
kx – Rkl lx . Хранить поворот будем в виде 

вектора поворота rkl
 = r (Rkl). 

3.4. Уточнение параметров связи 
Для пары точек (bk, bl) ∈ Bkl определим вектор 

( ) ( )( )
,

T T

( , )

R( ) . . , . . ,
k lb b kl kl

kl l kl k l lb b b b

=

= + − −

ε r t

r x t x x x� �
 

где .lb x�  – истинное положение точки bl. Допуская 
нормально распределённую погрешность в определе-
нии bk.x и bl.x с соответствующими матрицами кова-
риаций bk.C и bl.C, запишем ошибку связи 

T
, , ,

( , )
E ( , ) ( , ) ( , )

kl k l k l k l

k l kl

B kl kl b b kl kl b b b b kl kl
b b B∈

= ∑r t ε r t W ε r t , 

1 1
, diag ( . , . )

k lb b k lb b− −=W C C . 

Уточнить параметры связи rkl и tkl можно, миними-
зировав ошибку E ( , )

klB kl klr t  относительно параметров 

rkl, tkl
 ∈ 3\  и координат точек 3.lb ∈x� \ , (bk, bl) ∈ Bkl. Та-

кую задачу можно решить, используя метод bundle ad-
justment (BA) [11], выбрав в качестве начального при-
ближения параметры связи, рассчитанные в подпара-
графе 3.3 и точки . .l lb b=x x� . Далее под параметрами 
связи T T( , )kl kl kl=p r t  будем понимать параметры, уточ-
ненные в результате решения задачи минимизации. На 
заключительной итерации BA рассчитывается матрица 
∑pkl

 – матрица ковариаций вектора pkl. 
Для повышения скорости вычислений и уменьше-

ния машинной ошибки вместо матрицы 1
kl

−
pΣ  в качест-

ве веса связи будем использовать вектор wkl
 = (wkl,i), 

,
,

min ,1 , 0, 1, ,5
kl

i
kl i kl

ii

w
w V i

⎛ ⎞
⎜ ⎟= =
⎜ ⎟
⎝ ⎠pΣ

… , (4) 
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где ∑pkl,ii – диагональный элемент ∑pkl
, Vkl определёна 

в подпараграфе 3.2, а iw  – среднеквадратическое от-
клонение i-го параметра связи, при котором она мо-
жет считаться надёжной. Возьмем 3

0,1,2 10w −=  радиан 

и 2
3,4,5 10w −=  метров для компонент, соответствую-

щих вектору поворота и вектору перемещения. 

4. Поиск потенциально связанных облаков 
Для поиска связей в режиме реального времени 

для каждого нового облака точек необходимо сфор-
мировать группу из M ʹ ∈ {10, 11, ..., 30} облаков, по-
тенциально связанных с ним. Потенциально связан-
ными будем считать облака, имеющие наибольшее 
количество точек с похожими дескрипторами. 

4.1. Структура данных для хранения  
дескрипторов точек 

Для быстрого поиска похожих дескрипторов точек 
(задача поиска k ближайших соседей) будем исполь-
зовать метрическое дерево [15] совместно с алгорит-
мом приближённого поиска best bin first [16, 17]. Ал-
горитм best bin first позволяет сократить время поис-
ка, ограничив количество просматриваемых листовых 
узлов дерева до константы E. Квантование дескрип-
торов (подпараграф 2.3) позволяет ускорить поиск за 
счёт быстрого вычисления расстояния между деск-
рипторами. Рассмотрим, насколько эффективно рабо-
тает структура данных (СД) при поиске среди 106 де-
скрипторов точек морского дна – рис. 2. Будем искать 
k = 10 ближайших соседей и оценивать количество 
дескрипторов k , входящих в 10 ближайших, но не 
ненайденных при поиске. Параметр G определяет ко-
личество групп квантования дескриптора (подпара-
граф 2.3). Из рис. 2 видно, что k  резко падает при 
переходе от 8 до 16 групп, а далее снижается медлен-
нее. Значение G = 16 является хорошим компромис-
сом между объемом занимаемой памяти и точностью 
поиска. Увеличение E линейно увеличивает время, 
при этом значительное повышение точности поиска 
наблюдается в интервале значений [50; 100]. Пара-
метр L определяет количество дескрипторов в листо-
вых узлах дерева. Параметры E и L не влияют на по-
требляемую память, поэтому могут выбираться исхо-
дя из требуемого соотношения точности и времени 
поиска. В параграфе 6 используются значения 
E = 100, L = 20. 

4.2. Обновление СД 
Первое дерево поиска строится лишь тогда, когда в 

СД накопится достаточно большое количество деск-
рипторов, например, более 5000, до этого поиск вы-
полняется полным перебором. Когда дерево построе-
но, новые дескрипторы добавляются в него посредст-
вом записи в соответствующий листовой узел. Если 
количество дескрипторов в листовом узле превышает 
L, то он помечается не листовым и делится на два но-
вых листовых узла гиперплоскостью, перпендикуляр-
ной направлению максимальной дисперсии дескрип-

торов таким образом, чтобы количество дескрипторов 
в новых узлах отличалось не более чем на один. 

 
Рис. 2. График зависимости количества ненайденных 
дескрипторов от времени при поиске 10 ближайших 
соседей в базе данных из 106 SIFT-дескрипторов 

(результаты усреднены для 10000 запросов) 
Для сохранения оптимальной глубины дерево пе-

риодически перестраивается. Запишем алгоритм об-
новления СД (АОСД). Через N обозначим количество 
дескрипторов в СД, через avg_d – усреднённую мак-
симальную глубину посещаемых листьев по 1000 по-
следних запросов. 
Шаг 1: Если N < 5000, или новое дерево строится в 

настоящий момент, или avg_d – ⎣log2(N/L) + 1⎦ < 2, 
то закончить алгоритм. 

Шаг 2: Присвоить N ʹ ← N, построить новое дерево 
для N ʹ дескрипторов, во время построения поис-
ковые запросы обрабатывает старая СД. 

Шаг 3: Пока N ʹ ≠ N, добавлять в новое дерево деск-
риптор с номером N ʹ (предполагается нумерация с 
нуля) и увеличивать N ʹ: N ʹ ← N ʹ + 1. 

Шаг 4: Заблокировать возможность добавления де-
скрипторов в СД, повторить шаг 3, заменить про-
шлую СД новым деревом, разблокировать воз-
можность добавления дескрипторов в СД. 
АОСД выполняется в отдельном потоке и блоки-

рует работу НС лишь на шаге 4. Для организации ал-
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горитма удобно объединить квантованные дескрип-
торы всех облаков в непрерывном массиве данных. 
Тогда любой дескриптор в системе может быть най-
ден по номеру i: i′d , где i = 0, 1, ..., N – 1, а N – количе-
ство дескрипторов в системе. Дерево хранит в листо-
вых узлах лишь индексы дескрипторов, а облака то-
чек хранят указатели на группу дескрипторов облака 
в массиве. СД также хранит номера облаков, которым 
принадлежат дескрипторы – img(i). 

4.3. Алгоритм поиска  
потенциально связанных облаков точек 

Пусть в навигационную систему добавлено M 
изображений с номерами m = 0, 1, ..., M – 1. Для нового 
изображения с номером M требуется найти M ́

 ≤ M 
изображений, потенциально с ним связанных. Введём 
алгоритм построения вспомогательного множества 
K(d) для некоторого дескриптора d: 

Шаг 1: Присвоить K(d) ← ∅. 
Шаг 2: Для всех , ( ) {0,1, , 1}i i S N′ ∈ ⊆ −d d … , где S(d) – 

подмножество индексов дескрипторов, близких к d, 
определяемое СД: если ∃k ∈ K(d), img(i) = img(k.n), 
то выполнять шаг 3а, иначе – шаг 3б. 

Шаг 3а: Если 1. > d( , )ik d ′d d� ,  
то присвоить:  
k.d2

 ← k.d1, k.d1
 ← d( , )i′d d� , k.n ← i,  

иначе,  
если k.d2

 > d( , )i′d d� ,  

то присвоить k.d2
 ← d( , )i′d d� . 

Шаг 3б: Присвоить: l.d1
 ← d( , )i′d d� , l.d2

 ← 2 , l.n ← i . 
Если |K(d)| < 10, то K(d) ← K(d) ∪ {l},  

иначе:  
( ) 1arg max .k Kp k d∈= d ,  

если 1 1. .l d p d< ,  
то ( ) ( ) \{ } { }K K p l← ∪d d . 

Алгоритм поиска потенциально связанных обла-
ков точек (АППСОТ): 

Шаг 1: Присвоить vm
 ← 0. 

Шаг 2: Для всех b ∈ BM и k ∈ K(b.d) присвоить 

1
img( . ) img( . ) 1

2

.
+ ( . ) .

.k n k n a b
k d

v v w k d w
k d

⎛ ⎞
← ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

Шаг 3: Построить такое множество индексов 
I (M) ⊆ I = {0, 1, ..., M – 1}, что 

( ) \ ( )
min max | ( ) | .i ki I M k I I M

v v I M M
∈ ∈

′≥ ∧ =  

I(M) – множество индексов изображений, потенци-
ально связанных с изображением с номером M. Зада-
ча весовых функций wa(x) и wb(x) – назначить боль-
ший вес дескрипторам, имеющим большие шансы со-
ответствовать дескриптору запроса. В статье исполь-
зованы следующие весовые функции: 

2 255
9 0,7( ) e , ( ) min 1, 1

0,3
x

a b
xw x w x

− ⎛ ⎞−⎛ ⎞
= = −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

. 

5. Алгоритм навигации 
Основной операцией алгоритма навигации являет-

ся поиск состояния АНПА T T(( ) , ( ) )g g g
l l l=p r t  в мо-

мент получения l-го изображения на основе обнару-
женной связи T T( , )kl kl kl=p r t  (подпараграф 3.4), k < l: 

( , )g g
l k kl=p f p p , где 

( ) ( )( )T T
( , ) r R( ) R( ) , R( )g g g g

k kl k kl k kl k= +f p p r r r t t . 

НС поддерживает список связей изображений L, в 
момент запуска L = ∅. Запишем алгоритм, выполняе-
мый НС при добавлении l-го изображения, l > 0 (алго-
ритм добавления изображения – АДИ): 

Шаг 1: Вычислить Bl (параграф 2), построить I (l ) 
(подпараграф 4.3, АППСОТ). 

Шаг 2: I ́ (l ) ← ∅, для k ∈ I (l ), если есть связь между 
облаками Bk и Bl: рассчитать pkl и wkl (4) (параграф 
3), присвоить Iʹ(l ) ← Iʹ(l ) ∪ {k}. 

Шаг 3: Если l – 1 ∉ Iʹ(l ), построить связь 
T T

1, 1, 1,( , )l l l l l l− − −=p r t , где T
1, 1r (R( ) R( ))I I

l l l l− −=r r r , а 
T

1, 1 1R( ) ( )I I I
l l l l l− − −= −t r t t , рассчитать wkl (4), взяв 

1, =1l lV −  и 
1,

T T 2
1, 1,= diag ( , )

l l

I l
l l r l l t− − −Δ ΔpΣ σ σ , где  Δl – 1,l – 

время между получением изображений l – 1 и l, при-
своить Iʹ(l ) ← Iʹ(l ) ∪ {l – 1}. 

Шаг 4: Рассчитать T T( , ) ( , )k k k
l l l k kl= =p r t f p p , k ∈ Iʹ(l ). 

Относительно параметров 3,g g
l l ∈r t \  решить задачу 

Tdiag( ) mink k
l kl lk

→∑ ε w ε , 

где T T T(r (R ( ) R( )) , ( ) )k g k g k
l l l l l= −ε r r t t . 

Шаг 5: Рассчитать ( )max | |g k
l k I l l lD ′∈= −t t .  

Шаг 6: Дополнить список связанных изображений: 
L ← L ∪ {(l, k) | k ∈ Iʹ(l)}. 

Шаг 7: Заменить дескрипторы точек облака Bl на 
квантованные (подпараграф 2.3) и поместить их в 
СД, выполнить АОСД (подпараграф 4.2). 

Рассчитанная на шаге 5 АДИ величина Dl отсле-
живается процессом, работающим параллельно и от-
вечающим за корректировку траектории в случае, ко-
гда это необходимо согласно следующему алгоритму 
(алгоритм корректировки траектории – АКТ): 

Шаг 1: Бездействовать, пока  
Di

 ≤ Dmax, i = 1, 2, ..., M − 1, где M – количество изо-
бражений в системе, а Dmax – допустимая погреш-
ность связи. 

Шаг 2: Блокировать АДИ, присвоить Mʹ ← M и 
Lʹ ← {(i, j) ∈ L | j ≥ k}, где  

max ,( , )
min

iD D i j L
k j

> ∈
= ,  

разблокировать АДИ. 
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Шаг 3: Относительно параметров 6g
i ∈p \ , 

i = k + 1, k + 2, ..., Mʹ − 1 решить задачу минимизации 
T

( , )
diag( ) minij kl iji j L′∈

→∑ ε w ε  

( )
( )

T

T

r R( ) R( ) R( )

R( ) ( )

g g
i j ji

ij g g g
j i j ji

⎛ ⎞
⎜ ⎟=
⎜ ⎟− −⎝ ⎠

r r r
ε

r t t t
. 

Шаг 4: Блокировать АДИ, применить решение задачи 
шага 3, пока Mʹ ≠ M: рассчитать g

M ′p  (шаг 4, АДИ), 
присвоить Mʹ: Mʹ ← Mʹ + 1. Разблокировать АДИ. 

Задача минимизации на шаге 3 может быть сфор-
мулирована различным образом, в зависимости от то-
го, какие данные навигационная система АНПА оп-
ределяет точно (часто это может быть глубина, курс, 
крен и дифферент), а какие требуют уточнения. По-
добная задача может быть эффективно решена, если 
учитывать разреженность матрицы системы. В работе 
[18] представлены несколько подходов к решению 
подобной задачи. 

6. Результаты 
Рассмотрим работу НС на трёх наборах данных: 

набор из 3591 изображения с АНПА «Клавесин – 1Р» 
и два набора по 11000 и 10006 изображений вирту-
альной акватории.  

Данные с АНПА «Клавесин – 1Р» обладают рядом 
особенностей: 3591 снимок покрывает лишь отдель-
ные участки траектории, в общей сложности не более 
40 %, последовательные снимки получены с интерва-
лом времени в 2 секунды,  что при средней скорости 
0,7 м/с приводит к малому или отсутствующему пе-
рекрытию, дно на снимках вымощено однотипными 
панцирями ископаемых морских ежей – рис. 3. 

 
Рис. 3. Пример снимков с АНПА «Клавесин – 1Р» 

АНПА «Клавесин – 1Р» не обладает стереокамерой, 
поэтому облака точек для каждого изображения стро-
ятся на основе данных о расстоянии АНПА до дна в 
момент получения снимка и предположения о плоском 
дне в рамках получаемого снимка. На рис. 4а изобра-
жена траектория АНПА, полученная комплексирован-
ной инерциальной и гидроакустической НС. В режиме 
постобработки была смоделирована работа предло-
женной НС – рис. 4б. Связи между изображениями по-
казаны черными линиями: сплошными – связи, полу-
ченные в результате сопоставления изображений, 
пунктирными – связи на основе данных инерциальной 
и гидроакустической НС. Рассмотрим вектор ошибки 
связи – вектор с началом в положении АНПА, пред-
сказанном связью, и концом в положении, рассчитан-
ном НС. Векторы ошибок показаны серыми линиями 
на рис. 4. Точность работы НС можно оценить с по-
мощью длин векторов ошибок связей. 

а)  

б)  
Рис. 4. Участки траектории АНПА «Клавесин–1Р»:  

полученной инерциальной НС с коррекцией 
по гидроакустическим маякам (а), полученной 

с использованием визуальной навигационной системы (б). 
Размерность сетки – 10×10 метров 

Рассмотрим связи, соединяющие непоследова-
тельные изображения (т.е. связи, закрывающие раз-
рывы). В общей сложности было найдено 3179 таких 
связей. Длины векторов ошибок этих связей варьиро-
вались от 8 ⋅ 10 

– 4 до 0,96 м, средняя длина составила 
0,07 м, а среднеквадратическое отклонение – 0,08 м.  
Если оценить траекторию АНПА, полученную без 
использования визуальной НС, с точки зрения этих 
же связей, то длины векторов их ошибок попадут в 
диапазон от 0,13 до 24,65 м, средняя длина составит 
6,69 м, а среднеквадратическое отклонение – 4,18 м.  

При построении траектории с помощью предло-
женной НС удалось достичь скорости 3 кадра в се-
кунду на процессоре Intel Core Quad Q9550, что в 
шесть раз превысило скорость получения изображе-
ний в рассматриваемом примере. При этом разреше-
ние снимков составляло 768 × 576 пикселей. 
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Для получения синтетических данных использо-
вался алгоритм построения дна [19] и симулятор [20]. 
Стереоизображения с разрешением 640 × 480 и сте-
реобазой 0,4 м были получены с помощью бортовой 
камеры виртуального АНПА – рис. 5. Синтетические 
данные позволяют сопоставить траекторию АНПА, 
рассчитываемую НС, с истинной траекторией, кото-
рая остаётся неизвестной при экспериментах в реаль-
ных акваториях. 

 
Рис. 5. Пример снимков с бортовой камеры  

виртуального АНПА 
В первом эксперименте в виртуальной акватории 

АНПА выполнял движение по окружности с радиу-
сом 100 метров со смещающимся центром. На рис. 6 
представлена траектория длиной 33 км, построенная 
НС при движении аппарата. 

 
Рис. 6. Движение АНПА по окружности со смещающимся 

центром. Чёрной линией показана рассчитанная 
траектория АНПА, а серой – истинная.  
Сетка имеет размерность 10×10 м 

В общей сложности для 11000 изображений в ходе 
работы НС было обнаружено 94114 связей. При реа-
лизации АКТ использовались данные о глубине аппа-
рата, поскольку стереобаза в 0,4 м не способна обес-
печить приемлемую точность траектории по высоте. 
Из рис. 6 видно, что рассчитанная траектория (чёрная 
линия) близка к истинной (серая линия), а графики 
ошибки НС представлены на рис. 7а, б. 

Рис. 7а показывает график зависимости ошибки 
НС от пройденного расстояния. Зависимость носит 
циклический характер, так как ошибка опускается к 
минимальным значениям каждый раз, когда АНПА 
проходит недалеко от начала координат. График на 
рис. 7б отображает зависимость ошибки НС от рас-
стояния до начала координат. Данные усреднены по 
каждому метру расстояния. 

Для второго теста в синтетической акватории бы-
ла выбрана сложная траектория, чередующая зоны с 
полным покрытием дна и зоны прямолинейного дви-
жения – рис. 8. Траектория получена для 10006 изо-
бражений на основе 42985 рассчитанных связей. Как 

и ожидалось, основная ошибка в таком тесте накап-
ливается на прямолинейных участках пути. На рис. 9 
показан график роста ошибки НС в зависимости от 
пройденного расстояния для второго теста. 

а)   

б)   
Рис. 7. Зависимость ошибки НС: от пройденного пути (а), 

от расстояния до начала координат (б) 

 
Рис. 8. Траектория АНПА, чередующая зоны с полным 
покрытием и прямолинейные участки. Чёрной линией 

показана рассчитанная траектория, а серой – истинная. 
Сетка имеет размерность 100×100 м 

 
Рис. 9. Зависимость ошибки НС  
от пройденного расстояния 

Как в случае с реальными данными, в эксперимен-
тах в виртуальной акватории удалось достичь скоро-
сти обработки 3 кадра в секунду. При этом для поис-
ка связей отбирались 20 потенциально связанных 
изображений (M′ в подпараграфе 4.3). При моделиро-
вании работы инерциальной НС использовались сле-
дующие параметры: I

tσ = (0,15, 0,15, 0,15) м/с и 
I
rσ = (0,01, 0,01, 0,01) рад/с. Проведённые эксперимен-

ты показали, что глобальный поиск позволяет без 
труда находить связи между изображениями, даже 
если это слабоконтрастные, зашумлённые снимки 
морского дна с однообразными текстурными рисун-
ками. При этом время поиска зависит от количества 
изображений лишь логарифмически, что позволяет 
пренебречь этой зависимостью для M < 100000 изо-
бражений, получаемых АНПА за миссию. 
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Заключение 
Алгоритм визуальной навигации, описанный в 

статье, обладает рядом преимуществ по сравнению с 
алгоритмами навигации, использующими априорные 
знания о положении АНПА для поиска связей между 
изображениями. Самым важным преимуществом яв-
ляется устойчивость к участкам дна, не имеющим ка-
ких-либо визуальных особенностей. Даже если боль-
шая часть обследуемой территории представлена од-
нородной поверхностью либо значительная часть 
траектории АНПА проходит слишком высоко для фо-
тосъемки, небольшого количества визуально разли-
чимых участков будет достаточно для корректировки 
положения аппарата. Другим преимуществом систе-
мы является предсказуемое время работы, так как ко-
личество изображений, просматриваемых для уста-
новления связей, не зависит от точности, с которой 
положение АНПА известно в данный момент. 

Предложенный алгоритм не требует высокопроиз-
водительных систем для работы. Приемлемая частота 
обработки в 2–3 кадра в секунду может быть достиг-
нута уже на 4-ядерных процессорах среднего ценово-
го диапазона. Кроме двух параллельных потоков – 
потока АОСД и потока АКТ, параллельно могут вы-
полняться следующие задачи потока АДИ: расчёт 
данных облаков, поиск похожих дескрипторов для 
каждого дескриптора запроса, поиск связей между 
парой изображений. Таким образом, увеличения ско-
рости работы алгоритма при необходимости можно 
достичь, увеличив количество процессоров. 

Предложенный алгоритм навигации можно реко-
мендовать к применению на АНПА, оснащённых сте-
реокамерой и предназначенных для решения задачи 
фотообследования морского дна либо объектов, рас-
положенных на этом дне. Глобальный поиск связей в 
равной степени может быть применен к НС, основан-
ным на графе состояний АНПА, и к НС, использую-
щим EKF или EIF. 
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VISUAL NAVIGATION OF AN AUTONOMOUS UNDERWATER VEHICLE BASED  
ON THE GLOBAL SEARCH OF IMAGE CORRESPONDENCES 

A.N. Kamaev 1, D.A. Karmanov 1 
1 Computing Center FEB RAS, Khabarovsk, Russia 

Abstract 
A task of autonomous underwater vehicle (AUV) navigation is considered in the paper. The 

images obtained from an onboard stereo camera are used to build point clouds attached to a par-
ticular AUV position. Quantized SIFT descriptors of points are stored in a metric tree to organize 
an effective search procedure using a best bin first approach. Correspondences for a new point 
cloud are searched in a compact group of point clouds that have the largest number of similar de-
scriptors stored in the tree. The new point cloud can be positioned relative to the other clouds 
without any prior information about the AUV position and uncertainty of this position. This ap-
proach increases the reliability of the AUV navigation system and makes it insensitive to data 
losses, textureless seafloor regions and long passes without trajectory intersections. Several algo-
rithms are described in the paper: an algorithm of point clouds computation, an algorithm for es-
tablishing point clouds correspondence, and an algorithm of building groups of potentially linked 
point clouds to speedup the global search of correspondences. The general navigation algorithm 
consisting of three parallel subroutines: image adding, search tree updating, and global optimiza-
tion is also presented. The proposed navigation system is tested on real and synthetic data. Tests 
on real data showed that the trajectory can be built even for an image sequence with 60% data 
losses with successive images that have either small or zero overlap. Tests on synthetic data 
showed that the constructed trajectory is close to the true one even for long missions. The average 
speed of image processing by the proposed navigation system is about 3 frames per second with  a 
middle-price desktop CPU. 

Keywords: navigation, AUV, SLAM, feature points, dead reckoning, image matching. 
Citation: Kamaev AN, Karmanov DA. Visual navigation of an autonomous underwater vehicle 

based on the global search of image correspondences. Computer Optics 2018; 42(3): 457-467. DOI: 
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ИНТЕРПОЛЯЦИЯ НА ОСНОВЕ КОНТЕКСТНОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ  
ПРИ ИЕРАРХИЧЕСКОЙ КОМПРЕССИИ МНОГОМЕРНЫХ СИГНАЛОВ 

М.В. Гашников1 
1Самарский национальный исследовательский университет имени академика С.П. Королева, Самара, Россия 

Аннотация 
Исследуются контекстные алгоритмы интерполяции многомерных сигналов в задаче 

компрессии. Рассматривается метод иерархической компрессии для сигналов произвольной 
размерности. Для этого метода предлагается алгоритм интерполяции, основанный на кон-
текстном моделировании. Алгоритм основан на оптимизации параметров интерполирую-
щей функции в локальной окрестности интерполируемого отсчёта. При этом локально оп-
тимальные параметры, найденные для более прореженных масштабных уровней сигнала, 
используются для интерполяции отсчётов менее прореженных масштабных уровней сигна-
ла. Контекстный алгоритм интерполяции реализован программно в составе иерархического 
метода компрессии. Вычислительные эксперименты показали, что использование контекст-
ного интерполятора вместо усредняющего позволяет заметно повысить эффективность ие-
рархической компрессии. 

Ключевые слова: интерполяция, компрессия, многомерный сигнал, контекстное мо-
делирование, изображение, максимальная погрешность. 
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Введение 
Несмотря на огромное количество известных ре-

шений в области интерполяции и аппроксимации 
многомерных сигналов [1 – 20] (видео [21], мульти- и 
гиперспектральных изображений [22 – 23], данных 
дистанционного зондирования [24] и т.д.), разработка 
новых алгоритмов и совершенствование известных 
активно продолжается и в настоящее время.  

Оставляя за кадром тривиальные обобщения би-
линейной и бикубической интерполяции, в качестве 
примеров работ, проведённых в рамках хорошо из-
вестных подходов, следует отметить исследования 
[1 – 2] метода наименьших квадратов. Продолжают 
развиваться также сплайн-аппроксимация [3], тензор-
ная аппроксимация [4], Кронекеровские базисы [5] и, 
конечно же, нейронные сети [6 – 7]. Наряду с более 
узкоспециализированными алгоритмами для нерав-
номерных сеток отсчётов сигнала, такими как [8], со-
вершенствуются и более «экзотические» подходы ви-
да [9 – 10]. Отдельно стоит отметить метод разрежен-
ной аппроксимации [11], который находится доста-
точно близко к подходу «compressed sensing», кото-
рый активно исследуется в последние годы, особенно 
в зарубежной литературе. 

Подход «compressed sensing», предназначенный, 
в частности, для восстановления сигнала по «сильно» 
прореженным данным, в определённом смысле позво-
ляет «заглянуть» за частоту Найквиста. Прорыв в этом 
направлении произошёл благодаря работам D.L. Dono-
ho, E.J. Candes, J. Romberg, T. Tao, в частности, [12 – 13]. 
Вплоть до настоящего момента в этом направлении 
продолжают развиваться различные подходы. Среди 
них стратегии блочного прореживания [14], структу-
рированные разреженные модели [15], адаптивная по-
линомиальная интерполяция [16] и др. 

В данной работе исследования интерполяторов 
ведутся в рамках подхода, основанного на контекст-

ном моделировании [17 – 20]. В рамках этого подхода 
предлагается интерполятор, предназначенный для 
использования в составе иерархических [25 – 26] ме-
тодов компрессии многомерных сигналов.  

Использование контекстного моделирования по-
зволяет повысить адаптивность интерполятора к ло-
кальным особенностям сжимаемого сигнала, благо-
даря чему увеличивается точность интерполяции. Та-
ким образом, использование предлагаемого интерпо-
лятора в рамках иерархических методов компрессии 
позволяет повысить эффективность (коэффициент 
компрессии) этих методов. 

1. Иерархическая компрессия  
многомерных сигналов 

В данной работе предлагается иерархический ме-
тод компрессии многомерных сигналов, который яв-
ляется обобщением иерархического метода компрес-
сии изображений [25 – 26] на случай более высокой 
размерности. Метод использует иерархическое бе-
зызбыточное представление исходного многомерного 
сигнала. Пусть { ( )}x k=X

G
 – целочисленный вещест-

венный исходный сигнал, k
G

 – вектор-столбец коор-
динат (аргументов). Рассмотрим представление этого 
сигнала в виде набора из L штук непересекающихся 
масштабных уровней Xl (см. также рис. 1): 

1

0

L

l
l

−

=

=X X∪ , ( ){ }:l lx k k I= ∈X
G G

, (1) 

где Il задаёт множество индексов отсчётов масштаб-
ного уровня Xl: 

{ }1
1 2L

LI k−
− =

G
, { } { }12 \ 2 , 0l l

lI k k l L+= ≤ <
G G

. (2) 

Нетрудно видеть, что «старший» масштабный 
уровень номер (L – 1) представляет собой «сетку» от-
счётов сигнала с шагом 2(L – 1) по каждой координате, а 
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любой «нестарший» уровень номер l – это сетка от-
счётов с шагом 2l, из которой исключены отсчёты 
вдвое более редкой сетки. 

При компрессии масштабные уровни сигнала  
обрабатываются последовательно, начиная со стар-
шего уровня, т.е. в порядке XL-1, XL-2, ..., X0. Способ 
сжатия старшего уровня не имеет значения, так как 
доля отсчётов этого уровня в общем массиве данных 
сигнала очень мала. Поэтому далее кратко рассмот-
рим только алгоритм компрессии произвольного не-
старшего масштабного уровня Xl (l < L – 1), вклю-
чающий следующие шаги. 
 
1) Интерполятор 

К моменту интерполяции масштабного уровня Xl 
уже обработаны все более прореженные масштабные 
уровни (Xi, l < i ≤ L – 1), объединение которых состав-
ляет сетку отсчётов с шагом 2l+1. Для всех отсчётов 
обработанных уровней уже вычислены восстановлен-
ные значения 1ˆ{ ( )}lx k+

G
, на основе которых и произ-

водится собственно интерполяция: 

( ){ }( )
1

1
1

ˆ ˆ( ) ... ,
L

l i l l
i l

p k P P x k I
−

+
= +

⎛ ⎞= = ∈⎜ ⎟
⎝ ⎠

X
G

∪ , (3) 

где ( )lp k
G

 – интерполирующие значения отсчётов,  

P (...) – интерполирующая функция, ˆ
iX  – восстанов-

ленный масштабный уровень сигнала. 
 
2) Вычислитель разностного сигнала 

Вычисляются разности исходных и интерполи-
рующих значений отсчётов масштабного уровня (раз-
ностный сигнал): 

( ) ( ) ( ),l l l lf k x k p k k I= − ∈
G G G

. (4) 
 
3) Квантователь 

Выполняется переквантование разностного сигна-
ла, чтобы повысить коэффициент сжатия за счёт вне-
сения погрешности. В статье используется (для опре-
делённости) квантователь с равномерной шкалой [27] 
([..] – целая часть числа): 

( ) max

max

( ) ε
( ) sign ( ) ,

2ε 1
l

l l

f k
q k f k

⎡ ⎤+
⎢ ⎥=
⎢ ⎥+
⎣ ⎦

G
G G

lk I∈ , (5) 

позволяющий контролировать максимальную погреш-
ность εmax между исходным ( )x k

G
 и восстановленным 

ˆ ( )x k
G

 сигналами: 

maxˆ( ) ( ) ( )f k x k x k= − ≤ ε
G G G

. (6) 

Квантованный сигнал (5) затем сжимается энтро-
пийным [28] кодером и помещается в архив или канал 
связи. 

 
4) Восстановление 

Вычисляются (уже на этапе компрессии) восста-
новленные (декомпрессированные) отсчёты сигнала 

( )maxˆ ( ) ( ) 1 2 ( )l l lx k q k p kε= + +
G G G

, (7) 

без которых никак не обойтись при интерполяции (3) 
следующих масштабных уровней с меньшими номе-
рами {Xi, i < l} (аналогичный приём с обратной свя-
зью также используется, например, в ДИКМ [27 – 28]). 

 
Рис. 1. Номера масштабных уровней при иерархическом 
представлении двумерного сигнала (изображения) 

2. Интерполяция при иерархической 
 компрессии многомерных сигналов 

Нетрудно видеть, что все этапы иерархических 
методов компрессии многомерных сигналов, кроме 
интерполятора, по сути являются одномерными. Ин-
терполятор, напротив, является единственным «суще-
ственно многомерным» этапом: только на этом этапе 
используются взаимозависимости отсчётов по всем 
направлениям.  

2.1. Усредняющая интерполяция  
Из соображений вычислительной сложности для 

интерполяции при иерархической компрессии чаще 
всего [29 – 31] рекомендуется использовать усредне-
ние по ближайшим уже восстановленным отсчётам 
более прореженных масштабных уровней сигнала.  

При этом в двумерном случае, в частности при 
иерархической компрессии полутоновых изображе-
ний, приходится рассматривать различные способы 
интерполяции для двух типов интерполируемых от-
счетов: «центральных» с индексами вида 
k
G

= 2l
 (2m + 1, 2n + 1) и «краевых» с индексами вида 

k
G

= 2l
 (2m + 1, 2n) и k

G
= 2l

 (2m, 2n + 1) (l по-прежнему 
номер масштабного уровня). Для этих двух типов от-
счётов усредняющий двумерный интерполятор может 
быть записан в виде: 

( ) ( ) ( )( )1 1
1 ˆ ˆ2 1, 2 , 1,
2l l lp m n x m n x m n+ ++ = + + , (8) 

( ) ( ) ( )(
( ) ( ))

1 1

1 1

1 ˆ ˆ2 1, 2 1 , 1,
4

ˆ ˆ, 1 1, 1 .

l l l

l l

p m n x m n x m n

x m n x m n

+ +

+ +

+ + = + + +

+ + + + +
 (9) 

Этот интерполятор показан на рис. 2а (ещё два анало-
гичных интерполятора показаны на рис. 2б, в).  

Указанные интерполяторы допускают обобщение 
на трёхмерный случай (видео, гиперспектральные 
изображения и т.п.): два усредняющих трёхмерных 
интерполятора показаны на рис. 3а, б (формулы не 
приводятся ввиду их громоздкости). Аналогичным 
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образом могут быть построены усредняющие интер-
поляторы более высокой размерности. 

а)   б)   в)  
Рис. 2. Усредняющая интерполяция при иерархической 

компрессии двумерного сигнала (изображения) 

а)        

б)     
Рис. 3. Усредняющая интерполяция при иерархической 

компрессии трёхмерного сигнала 
Усредняющие алгоритмы интерполяции обладают 

небольшой вычислительной сложностью, но их эф-
фективность недостаточно велика, так как они не яв-
ляются адаптивными и, таким образом, не учитывают 
локальные особенности сигнала.  

2.2. Интерполяция на основе  
контекстного моделирования 

Контекстное моделирование [17 – 20] при сжатии 
данных опирается на парадигму универсального мо-
делирования и кодирования, которая была предложе-
на Риссаненом и Лэнгдоном [17]. В исходной поста-
новке контекстное моделирование предназначалось 
для статистического кодирования [28], но оно может 
быть применено и для интерполяции многомерных 
сигналов. При этом роль контекста может играть на-
бор окружающих опорных отсчётов, на основе кото-
рых производится интерполяция. 

В частности, в терминах контекстного моделирова-
ния может быть рассмотрен алгоритм интерполяции 
New Edge–Directed Interpolation (NEDI) [19 – 20], изна-
чально сформулированный для двумерных сигналов 
(изображений). Алгоритм предполагает вычисление 
интерполирующих значений pl (m, n) = p (2lm, 2ln) как 
взвешенной суммы опорных отсчётов 1ˆ ( , )lx m n+ , взя-
тых с вдвое более редким шагом: 

( ) ( )
1 1

2 1
0 0

ˆ, ,l i j l
i j

p m n x m i n j+ +
= =

= α + +∑∑ , (10) 

где 2[ , 0 , 1]T
i j i j+α = α ≤ ≤

JG
 – вектор неизвестных ве-

совых коэффициентов интерполяции (см. рис. 4).  
Высокая адаптивность алгоритма NEDI достигает-

ся за счёт того, что для каждого отсчёта сигнала вы-
числяется свой набор весовых коэффициентов αi. 
Этот набор коэффициентов вычисляется исходя из 
минимизации погрешности интерполяции в локаль-
ной окрестности интерполируемого отсчёта. Естест-

венно, при этом приходится минимизировать по-
грешность интерполяции известных отсчётов. Таким 
образом, оптимизации подвергается погрешность ин-
терполяции сигнала , прореженного вдвое, а опорные 
отсчёты берутся из сигнала 2ˆ ( , )lx m n+ , прореженного 
вчетверо: 

( ) ( )( )
0 1 2 3

22
1 1 , , ,,

ˆ , , min
l

l l
i j D

x i j p i j+ + α α α α
∈

ε = − →∑ , (11) 

где pl+1(m, n) – интерполирующие значения для отсчё-
тов 1ˆ ( , )lx m n+ , вычисленные по формуле (10), а мно-
жество Dl задаёт область оценивания весовых коэф-
фициентов интерполяции и включает N отсчётов.  

 
Рис. 4. Нумерация весовых коэффициентов αi опорных 
отсчётов двумерного алгоритма интерполяции NEDI 

(интерполируемый отсчёт в центре) 
При решении задачи (11) используются вспомога-

тельные структуры данных. Перенумеруем в порядке 
построчной развёртки (см. рис. 5) отсчёты 1ˆ ( , )lx m n+  
области оценивания Dl и поместим их в массив 

0 1 1[ , ,..., ]T
NY y y y −=

G
 (свой для каждого интерполи-

руемого отсчёта). Также заполним матрицу C размера 
N×4, каждая строка которой содержит опорные от-
счёты, используемые для интерполяции отсчёта Yi. 
Тогда критерий (11) будет записан в виде: 

2 ( ) ( ) minTY C Y C
α

ε = − α − α → G

JG JG
. (12) 

Приравняв нулю частные производные по искомым 
параметрам, получим систему линейных уравнений: 

2 1

, ,
0

0
N

t t t j
tj

y C C
−

τ τ
= τ

∂ε ⎛ ⎞= − α =⎜ ⎟∂α ⎝ ⎠
∑ ∑ . (13) 

Искомые весовые коэффициенты интерполяции 
являются решением этой системы уравнений: 

1( ) ( )T TC C C Y−α = ⋅
GG . (14) 

В данной работе алгоритм NEDI адаптирован для 
безызбыточных иерархических сеток отсчётов, которые 
используются в иерархических методах компрессии. 
При этом на каждом l-м «нестаршем» (0 ≤ l ≤ L – 2) мас-
штабном уровне для интерполяции каждого отсчета 
выбирается квадратная область оценивания Dl чётно-
го размера, включающая уже восстановленные отсчё-
ты предыдущих (более прореженных) масштабных 
уровней, которые образуют массив lY

G
, для которого 

подбирается «своя» матрица Cl. 
На рис. 6 для двух ситуаций двух масштабных 

уровней (L = 2) светлым цветом показаны отсчёты 
массива lY

G
 а тёмным – элементы матрицы Cl, при-

надлежащие первому уровню (интерполируемый от-
счёт принадлежит нулевому уровню). 
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Рис. 5. Область оценивания весовых коэффициентов 
интерполяции алгоритма NEDI для двумерного сигнала 

 
Рис. 6. Область оценивания весовых коэффициентов  

интерполяции алгоритма на основе NEDI  
при иерархической компрессии двумерного сигнала 

 
Рис. 7. Модифицированная область оценивания весовых  
коэффициентов интерполяции алгоритма на основе NEDI 

при иерархической компрессии двумерного сигнала 
Оценка весовых коэффициентов интерполяции при 

этом производится согласно выражению (14). Сначала 
этот алгоритм применяется для интерполяции «цен-
тральных» отсчётов с индексами вида (2i + 1, 2j + 1), за-
тем аналогичным образом вычисляются весовые ко-
эффициенты интерполяции для остальных отсчётов 
(ситуация поворачивается на π/2).  

Описывая реализационные особенности алго-
ритма, нужно отметить, что вычислить обратную 
матрицу (C 

TC ) 
–1 удаётся не для всех отсчётов, т.к. 

для некоторых отсчётов она оказывается плохо обу-
словленной. Поэтому для отсчётов, для которых 
число обусловленности матрицы (C 

TC ) превышает 
некий «порог обусловленности T» (параметр алго-
ритма), вместо NEDI используется усредняющая ин-
терполяция (8 – 9). Проведённые эксперименты пока-
зали, что таких отсчётов в реальных ситуациях 
обычно немного. 

2.3. Модификация области оценивания  
интерполятора на основе контекстного  

моделирования 
В данной работе, наряду с предложенным выше 

алгоритмом, также предлагается основанный на алго-
ритме NEDI интерполятор с модифицированной об-
ластью оценивания коэффициентов интерполяции, 
также предназначенный для использования в рамках 
иерархической компрессии. Этот алгоритм отличает-
ся от алгоритма предыдущего подпараграфа тем, что 
его область оценивания коэффициентов интерполя-
ции располагается не на более прореженном, а на том 
же самом масштабном уровне сигнала, что и интер-
полируемый отсчёт (см. рис. 7).  

Обоснованием такого расположения области оце-
нивания является то, что корреляционные и статисти-
ческие свойства масштабных уровней сигнала разли-
чаются, поэтому расположение области оценивания 
на том же масштабном уровне, на котором располо-
жен интерполируемый отсчёт, является достоинст-
вом. Недостатком такой модификации является то, 
что область оценивания при этом целиком располага-
ется «с одной стороны» от интерполируемого отсчё-
та, т.к. может включать только уже обработанные от-
счёты сигнала.  

2.4. Общая характеристика  
предложенных интерполяторов  

на основе контекстного моделирования 
Достоинством описанных алгоритмов интерполя-

ции, основанных на контекстном моделировании, яв-
ляется повышенная точность интерполяции за счёт 
учёта локальных особенностей сигнала в малой окре-
стности интерполируемого отсчёта. 

Недостатком предложенных алгоритмов является 
относительно высокая вычислительная сложность, 
обусловленная необходимостью (14) перемножения 
матриц размера N×4 и решения системы линейных 
уравнений с матрицей 4×4 для каждого обрабатывае-
мого отсчёта.  

С учётом перекрытий областей оценивания коэф-
фициентов, произведение матриц (14) можно выпол-
нять рекуррентно примерно за 32 N  операций на от-
счёт. Сложность решения системы линейных уравне-
ний пропорциональна кубу размера матрицы системы 
уравнений (43). Таким образом, при разумном размере 
области оценивания коэффициентов (N ≤ 64) вычисли-
тельная сложность контекстного интерполятора не 
превышает нескольких сотен операций на отсчёт. 

Однако следует отметить, что вычислительная 
сложность может быть снижена на порядок и более за 
счёт параметризации системы интерполяционных ко-
эффициентов, что является одним из направлений бу-
дущих исследований. 

3. Экспериментальное исследование  
алгоритмов интерполяции 

В данной работе предложенные контекстные ал-
горитмы интерполяции, основанные на NEDI, были 
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реализованы программно в качестве одного из этапов 
описанного иерархического метода компрессии.  

Для исследования эффективности контекстных 
алгоритмов интерполяции были проведены вычисли-
тельные эксперименты по оценке влияния этого алго-
ритма на коэффициент сжатия при иерархической 
компрессии реальных двумерных сигналов (примеры 
см. на рис. 8). 

  
Рис. 8. Примеры тестовых изображений  

при исследовании интерполяторов 
Мерой эффективности являлся относительный вы-

игрыш (в %) в размере архива, обусловленный заменой 
усредняющего (8 – 9) интерполятора на контекстный 
интерполятор при иерархической компрессии: 

контекст

усред1 100%S
S

⎛ ⎞
Δ = − ⋅⎜ ⎟

⎝ ⎠
, 

где S 
усред, S 

контекст – размеры архивных файлов при 
иерархической компрессии с использованием усред-
няющего (8 – 9) и контекстного алгоритмов интерпо-
ляции. 

В каждом вычислительном эксперименте выбира-
лись наилучшие (обеспечивающие максимальный ко-
эффициент сжатия) значения порога обусловленности 
T (см. описание контекстной интерполяции) при фик-
сированном количестве масштабных уровней L и 
размере N области оценивания весовых коэффициен-
тов интерполяции. Типичные результаты, получен-
ные для показанных тестовых изображений, приведе-
ны на рис. 9 – 11. 

4. Выводы по результатам исследований 
1. Все предложенные контекстные интерполяторы 

имеют преимущество над используемым в качест-
ве базы для сравнения усредняющим интерполя-
тором. 

2. Предложенная модификация области оценивания 
коэффициентов интерполяции не рекомендуется к 
использованию, т.к. существенно уменьшает эф-
фективность контекстного интерполятора (при 
этом всё равно есть незначительный выигрыш у 
усредняющего). 

3. Предложенный контекстный интерполятор (п. 2.2) 
показывает заметное (до 8 %) преимущество над 
усредняющим, которое в целом растёт при увели-
чении погрешности компрессии и размера области 
оценивания параметров.  

4. Сравнивая этот результат с результатом энтро-
пийного интерполятора [26], который выигрывает 
у усредняющего до 10 %, можно утверждать, что 
предложенный интерполятор обладает точностью 

на уровне лучших известных алгоритмов, исполь-
зуемых при иерархической компрессии.  

 

 
Рис. 9. Выигрыш контекстного интерполятора  

у усредняющего интерполятора 
в зависимости от максимальной погрешности  

 
Рис. 10. Выигрыш контекстного интерполятора 
с модифицированной областью оценивания  

у усредняющего интерполятора  
в зависимости от максимальной погрешности 

для первого тестового сигнала 
5. Несмотря на более высокую вычислительную 

сложность предложенного интерполятора по 
сравнению с энтропийным (сотни операций на от-
счёт вместо десятков), можно сделать вывод о 
перспективности исследования и использования 
контекстного интерполятора, так как: 
a) контекстный интерполятор гораздо проще 
обобщается на многомерный случай, чем эн-
тропийный; 

б) для многих прикладных задач упомянутое уве-
личение вычислительной сложности не являет-
ся критичным; 
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Рис. 11. Сравнение контекстного интерполятора на основе 

NEDI и контекстного интерполятора на основе NEDI  
с модифицированной областью оценивания  

для первого тестового сигнала 
в) контекстный интерполятор имеет близкую к эн-
тропийному точность, но основан на существен-
но отличающихся принципах, т.е. расширяет ар-
сенал подходов к решению той же задачи; 

г) в перспективе вычислительная сложность кон-
текстного интерполятора может быть уменьше-
на на порядок и более благодаря параметриза-
ции интерполирующей функции. 

Заключение  
Рассмотрены алгоритмы интерполяции многомер-

ных сигналов, основанные на контекстном моделиро-
вании. На основе алгоритма NEDI предложен контек-
стный алгоритм интерполяции, предназначенный для 
использования при иерархической компрессии мно-
гомерных сигналов. Проведены программная реали-
зация и экспериментальные исследования контекст-
ного интерполятора в рамках иерархической ком-
прессии. Показано, что использование контекстного 
интерполятора вместо усредняющего позволяет су-
щественно (до 8 %) повысить эффективность иерар-
хической компрессии.  
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INTERPOLATION BASED ON CONTEXT MODELING 
FOR HIERARCHICAL COMPRESSION OF MULTIDIMENSIONAL SIGNALS 

M.V. Gashnikov1 
1 Samara National Research University, Samara, Russia 

Abstract  
Context algorithms for interpolation of multidimensional signals in the compression problem 

are researched. A hierarchical compression method for arbitrary dimension signals is considered. 
For this method, an interpolation algorithm based on the context modeling is proposed. The algo-
rithm is based on optimizing parameters of the interpolating function in a local neighborhood of 
the interpolated sample. At the same time, locally optimal parameters found for more decimated 
scale signal levels are used to interpolate samples of less decimated scale signal levels. The con-
text interpolation algorithm is implemented programmatically as part of a hierarchical compres-
sion method. Computational experiments have shown that using a context interpolator instead of 
an average interpolator makes it possible to significantly improve the efficiency of hierarchical 
compression. 
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imum error. 
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К ЗАДАЧЕ ОБНАРУЖЕНИЯ НЕХАРАКТЕРНОГО ПОВЕДЕНИЯ НА ВИДЕОИЗОБРАЖЕНИИ 

Р.А. Шаталин 1, В.Р. Фидельман 1, П.Е. Овчинников 1 
1Нижегородский государственный университет им. Н.И. Лобачевского, Нижний Новгород, Россия 

Аннотация 
В работе предложены алгоритмы обнаружения нехарактерного поведения на основе главных 

компонент по характеристикам плотных траекторий движения. Проведено сравнение показате-
лей точности и быстродействия с алгоритмом обнаружения по длинам векторов оптического 
потока. Результаты свидетельствуют о повышении быстродействия при использовании плотных 
траекторий и сохранении точности при обучении модели «мешка признаков» на сбалансиро-
ванной выборке признаков поведения. 

Ключевые слова: видеонаблюдение, обнаружение нехарактерного поведения, метод 
главных компонент, плотные траектории движения. 
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Введение 
Видеонаблюдение приобретает все большее зна-

чение, предоставляя важную информацию для охра-
ны правопорядка как в общественных местах, так и 
на частных территориях. За последние годы множе-
ство алгоритмов для обнаружения конкретных не-
штатных ситуаций было предложено и реализовано 
на основе строгих правил [1, 2]. Данные алгоритмы 
позволяют с высокой надежностью обнаруживать за-
ранее известные типы нештатных ситуаций, но их 
модификация для обнаружения иного типа аномалий 
нетривиальна. Для устранения этого недостатка было 
предложено несколько статистических подходов к за-
даче видеонаблюдения.  

Одним из подходов является распознавание собы-
тий на основе статистических методов классификации. 
Успехи в области распознавания событий на видео-
изображениях показали эффективность использования 
плотных траекторий движения в качестве признаков 
[3]. Тем не менее, для успешной классификации необ-
ходимы примеры всех интересующих типов поведе-
ния, что затрудняет применение предложенных мето-
дов к задаче видеонаблюдения, где потенциально 
опасные ситуации возникают достаточно редко. 

Другим подходом к задаче является обнаружение 
нехарактерного поведения как отклонения от модели, 
сформированной на основе примеров нормального 
поведения. В различных областях применения было 
предложено множество статистических методов для 
обнаружения подобных аномалий [4]. Одним из рас-
пространенных подходов к обнаружению аномалий 
является оценка характерных взаимозависимостей 
между признаками с помощью метода главных ком-
понент [5]. В рамках данного подхода предложено 
множество методов обнаружения аномалий среди 
выборки признаков путем анализа характеристик 
главных компонент для неё. Недостатком данных ме-
тодов является вычисление главных компонент после 
каждого нового кадра, что обладает высокой вычис-
лительной сложностью при обработке больших объе-
мов данных. 

Для устранения этого недостатка ранее был пред-
ложен метод для обнаружения нехарактерного пове-
дения в задачах видеонаблюдения на основе главных 
компонент [6]. В данном методе главные компоненты 
вычисляются только на этапе обучения, а во время 
работы производится вычислительно более простая 
операция проецирования векторов. Тестирование ал-
горитма показало, что использованию его в реальном 
времени препятствует низкая скорость вычисления 
невязок, обусловленная большой размерностью век-
торов характеристик поведения. 

В данной работе предложены алгоритмы обнаруже-
ния нехарактерного поведения на основе характеристик 
плотных траекторий движения и проведено сравнение 
показателей точности и быстродействия с ранее пред-
ложенным алгоритмом [6]. Основным различием между 
алгоритмами являются извлекаемые характеристики по-
ведения. 

1. Метод 
Рассмотренные алгоритмы обнаружения нехарак-

терного поведения на видеоизображениях состоят из 
следующих этапов. 

Извлечение признаков поведения 
В качестве признаков поведения часто использу-

ются траектории движения некоторых объектов или 
особенностей видеоизображения [1]. Модификацией 
данного подхода являются плотные траектории дви-
жения [3], которые представляют собой результат от-
слеживания пикселей в узлах прямоугольной сетки, 
покрывающей всю область видеоизображения. Метод 
вычисления характеристик плотных траекторий дви-
жения заключается в следующем. Для инвариантно-
сти к масштабу используется пирамида из нескольких 
копий видеоизображения, где размеры каждого сле-
дующего уровня меньше размеров предыдущего в за-
данное количество раз. Для каждого изображения из 
пирамиды с одинаковым шагом задается прямоуголь-
ная сетка, пиксели в узлах которой отслеживаются 
при условии отсутствия проблемы апертуры в их ок-
рестности. Для каждого уровня производится оценка 
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оптического потока методом Фарнебака, на основе 
которой вычисляются дальнейшие положения пиксе-
лей. Каждый пиксель отслеживается заданное коли-
чество кадров, после чего извлекаются характеристи-
ки его траектории движения и заново рассматривает-
ся возможность отслеживания пикселя в исходном 
узле сетки. Для описания траектории движения ис-
пользуются следующие характеристики: 
1) характеристика формы траектории (Trajectory 

Shape Descriptor, TSD); 
2) гистограммы направленного градиента (Histogram 

of Oriented Gradients, HOG) в области вдоль тра-
ектории; 

3) гистограммы оптического потока (Histogram of 
Optical Flow, HOF) в области вдоль траектории.  
Для объединения набора однородных характери-

стик траекторий на заданном промежутке видеопос-
ледовательности в признаки поведения используется 
модель «мешка признаков» [3], суть которой заклю-
чается в следующем. На этапе обучения пространство 
характеристик разбивается на фиксированное количе-
ство областей, чьи центры определяются методом k-
средних на основе некоторой выборки характеристик 
траекторий. На этапе извлечения каждой характери-
стике сопоставляется область с ближайшим центром 
и вычисляется гистограмма распределения характе-
ристик по областям. В качестве признаков поведения 
может использоваться как гистограмма для отдельной 
характеристики плотных траекторий движения, так и 
вектор, состоящий из значений гистограмм для не-
скольких характеристик.  

В работе [3] исследовано применение характери-
стик плотных траекторий движений для классифика-
ции действий на видеоизображении, но задача обна-
ружения нехарактерного поведения обладает рядом 
принципиальных отличий. Во-первых, в задаче ви-
деонаблюдения временные рамки различных событий 
неизвестны заранее, что не позволяет разбить видео-
последовательность на фрагменты с одинаковым ти-
пом поведения, в пределах которых характеристики 
плотных траекторий объединяются в признаки пове-
дения. Во-вторых, в задаче видеонаблюдения не-
штатные ситуации встречаются намного реже нор-
мального поведения, что не позволяет составить ре-
презентативную выборку для обучения модели 
«мешка признаков». Отсутствие или недостаток при-
меров нештатного поведения при обучении модели 
может повлиять на разбиение пространства характе-
ристик на области и привести к снижению вероятно-
сти обнаружения.  

В данной работе предложены алгоритмы обнару-
жения нехарактерного поведения, которые решают 
эти проблемы следующим образом. Во-первых, вся 
видеопоследовательность разбивается на фрагменты 
заданной длительности, для которых производится 
извлечение характеристик плотных траекторий, объе-
динение их в признаки поведения и обнаружение не-
характерного поведения. Во-вторых, для обучения 
модели «мешка признаков» составляется сбалансиро-

ванная выборка с одинаковым количеством характе-
ристик плотных траекторий для нормального и не-
штатного поведения путем равномерно случайного 
отбора. Для составления подобных выборок предло-
жено множество методов [7, 8], среди которых ис-
пользуемый подход является одним из самых про-
стых и не требует дополнительной модели характери-
стик плотных траекторий. 

Для сравнения с результатами работы [6] исполь-
зовался алгоритм, где признаками поведения служила 
последовательность длин векторов смещения, вычис-
ляемая следующим образом. Для каждого кадра ви-
деопоследовательности объекты отделяются от фона 
сцены с помощью самоорганизующейся искусствен-
ной нейронной сети, предложенной в работе [9]. Па-
раметры сети были выбраны с помощью критерия ка-
чества выделения фона на основе морфологических 
операторов [10]. Для каждого пикселя, принадлежа-
щего объекту, оценивается скорость движения с по-
мощью пирамидального метода Лукаса–Канаде [11]. 
Для компенсации влияния перспективной проекции 
методом плоской гомографии [12] рассчитываются 
вектора смещения – проекции векторов оптического 
потока на плоскость пола. Пусть имеется изображе-
ние размером MN ×  и ),( yxp

G
 – вектор смещения 

для пикселя с координатами (x, y). Тогда выражение 
для вектора признаков F

G
 запишется в виде: 

{ }(0,0) , (0, ) , (1,0) , ( , ) .F p p M p p N M=
G G G G G… …  (1) 

Основным недостатком последовательности длин 
векторов смещения является большая размерность 
вектора признаков F

G
, равная количеству пикселей на 

изображении. Размерность гистограмм характеристик 
плотных траекторий является свободным параметром, 
что позволяет для заданных размеров видеоизобра-
жения получить более короткие вектора признаков 
поведения с целью снижения вычислительной слож-
ности последующих этапов алгоритма. 

Обнаружение нехарактерного поведения 
Для оценки аномальности поведения в сцене по 

векторам признаков применялся метод на основе 
главных компонент [6], суть которого заключается в 
следующем. На стадии обучения для всех примеров 
«нормального» поведения извлекаются вектора при-
знаков и для получившегося набора векторов нахо-
дятся главные компоненты. Во время работы теку-
щий вектор признаков поведения проецируется на 
набор векторов главных компонент и обратно. В об-
щем случае набор векторов главных компонент не 
является базисом и некоторая составляющая вектора 
теряется при проецировании. Далее эта составляющая 
называется вектором невязки, и на её основе предло-
жено две оценки аномальности: относительная и мак-
симальная невязка. Относительная невязка представ-
ляет собой отношение норм вектора невязки и норм 
вектора признаков поведения, а максимальная невяз-
ка – максимальное значение среди модулей компо-
нент вектора невязки. 
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2. Эксперимент 
Работа алгоритмов с использованием разных при-

знаков поведения была проверена как на видеозапи-
сях лаборатории университета Калифорнии в Сан-
Диего (UCSD) [13], так и на экспериментально полу-
ченных видео. Видеозапись «Работа и ремонт» была 
сделана в компьютерном классе ННГУ. На видео 
«Работа и ремонт» в качестве нормального поведения 
была взята работа за компьютером, а в качестве не-
штатного – манипуляции с задней панелью системно-
го блока. Видеозапись лаборатории UCSD содержит 
пешеходную улицу, обычная ходьба по которой была 
взята за нормальное поведение, а проезд транспорт-
ных средств – за нештатное.  

Алгоритмы на основе плотных траекторий движе-
ния разбивали видеопоследовательность на фрагмен-
ты по 15 кадров, для которых производилось извле-
чение признаков и обнаружение нехарактерного по-
ведения. Для обучения модели «мешка признаков» 
сначала формировалась выборка характеристик плот-
ных траекторий движения для всех примеров нор-
мального и нештатного поведения из видео. Количе-
ство кадров, примеров и плотных траекторий для 
разных типов поведения на обеих видеозаписях при-
ведено в табл. 1. Из табл. 1 видно, что для обоих ви-
део количество отслеживаемых плотных траекторий 
для нормального поведения больше, в особенности 
для видеозаписи лаборатории UCSD. Аналогично ра-
боте [3] для ограничения вычислительной сложности 
процесса обучения размер выборки ограничивался 
100 тысячами отобранных характеристик плотных 
траекторий. При несбалансированном обучении раз-
мер выборки сокращался путем равномерно случай-
ного отбора, что приводило к соотношению количе-
ства характеристик траекторий для нормального и 
нештатного поведения, близкого к исходному. При 
сбалансированном обучении для каждого типа пове-
дения производился независимый равномерно слу-
чайный отбор 50 тысяч характеристик плотных тра-
екторий, которые вместе формировали выборку для 
обучения модели «мешка признаков». Гистограммы 
каждой характеристики плотных траекторий состояли 
из 4000 столбцов аналогично работе [3]. 

Табл. 1. Количество кадров, примеров и плотных 
траекторий для разных типов поведения на видео «Работа 

и ремонт» и видеозаписи лаборатории UCSD  
Работа и ремонт UCSD 

 Нормаль-
ное пове-
дение 

Нештат-
ное по-
ведение 

Нормаль-
ное пове-
дение 

Нештат-
ное по-
ведение

Количество 
примеров 33 38 34 35 

Количество 
кадров 10784 4795 6733 2822 

Количество 
траекторий 148493 127805 321389 146337 

Обучение метода на основе главных компонент 
проводилось на ограниченном числе примеров нор-
мального поведения из видео. Затем для остальных 

кадров с нормальным и нештатным поведением из 
выбранного видео вычислялись значения оценок 
аномальности. На основе этих оценок рассчитывался 
равный уровень ошибок, который представляет собой 
уровень ошибок при равной частоте ложных тревог и 
пропуска события [13]. При этом для уменьшения 
влияния шума и вычислительных погрешностей от-
брасывались главные компоненты, которые описыва-
ли менее 1 % вариации характеристик нормального 
поведения.  

Значения равных уровней ошибок относительной 
и максимальной невязки на видео «Работа и ремонт» 
для разных характеристик поведения при сбаланси-
рованном обучении модели «мешка признаков» и 
разном количестве обучающих примеров для метода 
на основе главных компонент приведены в табл. 2. Из 
табл. 2 видно, что для видео «Работа и ремонт» наи-
лучшие результаты были достигнуты при использо-
вании относительной невязки для комбинации харак-
теристики формы траекторий с гистограммой направ-
ленных градиентов. При этом равный уровень оши-
бок составил менее 1 процента, что соответствует бо-
лее высокой точности в сравнении с ранее предло-
женным алгоритмом [6]. 

Табл. 2. Равный уровень ошибок относительной 
и максимальной невязки для видео «Работа и ремонт» 

при сбалансированном обучении модели «мешка признаков» 
и разном количестве обучающих примеров 

Относительная 
невязка 

Максимальная 
невязка Признаки 

поведения Обучение 
на 3  

примерах 

Обучение 
на 7 

примерах 

Обучение 
на 3 

примерах 

Обучение 
на 7 

примерах 
Длины  
векторов 
смещения  

3,7% 1,5% 8,4% 6,7% 

TSD 12,81% 12,04% 10,42% 10,47% 
HOG 0,32% 0,35% 0,47% 0,44% 
HOF 11,06% 10,73% 18,22% 13,62% 
TSD-HOG 0,15% 0,18% 11,23% 11,47% 
TSD-HOF 11,46% 11,17% 13,20% 11,08% 
HOG-HOF 5,82% 4,70% 17,34% 4,33% 
TSD-HOG-
HOF 7,08% 8,51% 12,49% 10,12% 

Значения равных уровней ошибок относительной и 
максимальной невязки на видеозаписи лаборатории 
UCSD для разных характеристик поведения при сбалан-
сированном обучении модели «мешка признаков» и 
разном количестве обучающих примеров приведены в 
табл. 3. Из табл. 3 видно, что для видео лаборатории 
UCSD наилучшие результаты были достигнуты также 
при использовании относительной невязки для комби-
нации характеристики формы траекторий и гистограм-
мы направленных градиентов. При этом равный уро-
вень ошибок соответствует в пределах порядка показа-
телям точности максимальной невязки для последова-
тельности длин векторов смещения. Из этого следует, 
что эффективность относительной и максимальной не-
вязки зависит не только от количества объектов в сцене, 
но и разновидности признаков поведения. 
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Табл. 3. Равный уровень ошибок для относительной 
и максимальной невязки для видеозаписи лаборатории 
UCSD при сбалансированном обучении модели «мешка 
признаков» и разном количестве обучающих примеров 

Относительная 
невязка 

Максимальная 
невязка Признаки 

поведения Обучение на 5 
примерах 

Обучение 
на 25 

примерах 

Обучение 
на 5 

примерах 

Обучение 
на 25 

примерах 
Длины 
векторов 
смещения 

49,6% 49,1% 22,7% 24,7% 

TSD 50,63% 41,82% 27,06% 27,50% 
HOG 29,43% 33,00% 35,29% 32,71% 
HOF 25,81% 31,69% 29,99% 33,43% 
TSD-HOG 25,51% 23,73% 25,81% 27,20% 
TSD-HOF 25,81% 30,97% 26,50% 30,68% 
HOG-HOF 25,94% 32,58% 32,22% 33,14% 
TSD-HOG-
HOF 25,38% 31,27% 23,70% 27,50% 

 
Из приведенных значений равных уровней оши-

бок следует, что среди рассмотренных алгоритмов 
обнаружения нехарактерного поведения наибольшей 
точностью обладает алгоритм с использованием от-
носительной невязки для комбинации характеристики 
формы траекторий с гистограммой направленных 
градиентов. При этом алгоритм использует только 
относительную невязку как для простых сцен, так и 
для сцен с большим количеством движущихся объек-
тов в отличие от алгоритма на основе длин векторов 
смещения. 

Недостатком предложенных алгоритмов является 
использование примеров нештатного поведения для 
обучения модели «мешка признаков». Для оценки 
влияния этого фактора было проведено тестирова-
ние алгоритмов при обучении модели только на ха-
рактеристиках плотных траекторий для нормального 
поведения. Полученные значения равных уровней 
ошибок относительной невязки при разном количе-
стве обучающих примеров приведены в табл. 4. Из 
сравнения табл. 2, 3 и 4 следует, что в условиях от-
сутствия примеров нештатного поведения алгорит-
мы в целом обладают более высоким равным уров-
нем ошибок. Такой результат можно объяснить су-
щественной разницей между характеристиками 
плотных траекторий для рассматриваемых типов по-
ведений, что приводит к неоптимальному разбиению 
пространства характеристик при обучении модели 
«мешка признаков» в данных условиях. Значения 
равных уровней ошибок относительной и макси-
мальной невязки для комбинации характеристики 
формы траекторий с гистограммой направленных 
градиентов при несбалансированном обучении мо-
дели «мешка признаков» и разном количестве обу-
чающих примеров приведены в табл. 5. Из сравне-
ния табл. 2, 3 и 5 следует, что обучение модели 
«мешка признаков» на сбалансированной выборке 
позволило снизить равный уровень ошибок, в осо-
бенности для видеозаписи лаборатории UCSD. 

Табл. 4. Равный уровень ошибок относительной невязки 
при обучении модели «мешка признаков»  
только на примерах нормального поведения 

Работа и ремонт UCSD 
Признаки 
поведения

Обучение 
на 3 

примерах 

Обучение 
на 7 

примерах 

Обучение 
на 5 

примерах 

Обучение 
на 25 

примерах 
TSD 29,36% 31,41% 65,27% 57,88% 
HOG 6,37% 0,70% 36,51% 42,12% 
HOF 17,90% 15,53% 29,85% 37,20% 
TSD-HOG 8,36% 6,72% 42,40% 47,76% 
TSD-HOF 17,26% 15,53% 30,12% 35,60% 
HOG-HOF 12,81% 9,25% 30,41% 35,89% 
TSD-HOG-
HOF 14,39% 12,14% 30,68% 36,77% 

Табл. 5. Равный уровень ошибок относительной невязки 
при несбалансированном обучении  

модели «мешка признаков» 
Работа и ремонт UCSD 

Признаки 
поведения

Обучение 
на 3 

примерах 

Обучение 
на 7 

примерах 

Обучение 
на 5 

примерах 

Обучение 
на 25 

примерах 
TSD 13,84% 15,71% 49,37% 48,05% 
HOG 0,32% 0,35% 29,99% 35,01% 
HOF 12,81% 11,00% 26,50% 31,69% 
TSD-HOG 0,32% 0,35% 29,43% 33,14% 
TSD-HOF 12,96% 12,13% 25,94% 29,96% 
HOG-HOF 6,95% 6,37% 25,94% 32,42% 
TSD-HOG-
HOF 8,43% 7,70% 25,38% 31,40% 

Для оценки быстродействия алгоритмов измеря-
лось время исполнения этапов работы алгоритмов на 
компьютере с четырехъядерным CPU Intel Core i5 3,4 
ГГц и 8 GB RAM. Среднее значение времени вычисле-
ния и размерность вектора признаков поведения при-
ведены в табл. 6. Из табл. 6 видно, что извлечение ха-
рактеристик плотных траекторий движения занимает 
больше времени, чем вычисление длин векторов сме-
щения. Такой результат следует из обработки изобра-
жения на нескольких масштабах и последующего при-
менения подхода «мешок признаков» для создания 
единого описателя поведения на кадре.  
Табл. 6. Среднее время вычисления и размерность вектора 

признаков поведения для видео «Работа и ремонт» 
и видеозаписи лаборатории UCSD 

Размерность 
вектора признаков 

Среднее время
извлечения, мс Признаки 

поведения UCSD Работа и 
ремонт UCSD Работа и 

ремонт 
Длины векто-
ров смещения 38400 71680 13,62 23,70 

TSD 4000 4000 21,38 42,03 
HOG 4000 4000 23,33 45,32 
HOF 4000 4000 25,54 47,20 
TSD-HOG 8000 8000 33,93 60,58 
TSD-HOF 8000 8000 33,00 62,15 
HOG-HOF 8000 8000 38,49 65,18 
TSD-HOG-HOF 12000 12000 46,71 80,53 

Количество использованных главных компонент и 
среднее значение времени вычисления невязок и пове-
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дения приведены в табл. 7 и 8 соответственно. Из табл. 
7 видно, что использование характеристик плотных тра-
екторий приводит к сокращению количества главных 
компонент. Данный результат вместе со снижением 
размерности обуславливает существенное снижение 
времени вычисления невязок, представленных в табл. 8. 

Табл. 7. Количество главных компонент для разных 
признаков поведения при разном количестве обучающих 

примеров 
Работа и ремонт UCSD 

Признаки 
поведения 

Обучение 
на 3 

примерах 

Обучение 
на 7 

примерах 

Обучение 
на 5 

примерах 

Обучение 
на 25 

примерах 
Длины 
векторов 
смещения 

496 1421 716 3272 

TSD 38 147 64 323 
HOG 38 148 64 321 
HOF 38 136 58 288 
TSD-HOG 38 149 64 323 
TSD-HOF 37 142 63 319 
HOG-HOF 38 144 63 314 
TSD-HOG-
HOF 37 142 64 320 

Табл. 8. Среднее время расчета невязок в миллисекундах 
для разных признаков поведения при разном количестве 

обучающих примеров 
Работа и ремонт UCSD 

Признаки 
поведения 

Обучение 
на 3 

примерах 

Обучение 
на 7 

примерах 

Обучение 
на 5 

примерах 

Обучение 
на 25 

примерах 
Длины 
векторов 
смещения 

82,66 235,14 64,82 290,97 

TSD 0,29 0,88 0,43 1,79 
HOG 0,29 0,88 0,43 1,79 
HOF 0,27 0,80 0,40 1,60 
TSD-HOG 0,55 1,73 0,82 3,56 
TSD-HOF 0,53 1,64 0,81 3,52 
HOG-HOF 0,53 1,66 0,81 3,45 
TSD-HOG-
HOF 0,85 3,85 1,68 9,65 

На основе приведенных оценок быстродействия 
можно сделать следующий вывод. Использование ха-
рактеристик плотных траекторий движений приводит 
к существенному снижению времени вычисления не-
вязок за счет повышения среднего времени извлече-
ния признаков. При этом суммарное время работы ал-
горитма снижается и начинает в значительной степе-
ни зависеть от времени извлечения характеристик. 

Заключение 
В работе предложены алгоритмы обнаружения не-

характерного поведения на основе главных компонент 
по характеристикам плотных траекторий движения. 
Проведено сравнение показателей точности и быстро-
действия с алгоритмом обнаружения по длинам векто-
ров смещения. Результаты экспериментов свидетель-
ствуют о повышения быстродействия при использова-
нии плотных траекторий за счет снижения размерно-
сти вектора признаков и сокращения количества глав-

ных компонент. Сохранение точности достигается при 
условии обучения модели «мешка признаков» на сба-
лансированной выборке из признаков нормального и 
нештатного поведения. При этом для простых сцен и 
сцен с большим количеством движущихся объектов 
наименьший равный уровень ошибок достигается при 
использовании относительной невязки.  
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Abstract  

In this paper, we propose abnormal behavior detection algorithms based on dense trajectories 
and principal components for video surveillance applications. The result shows that the proposed 
algorithms are faster than an algorithm based on lengths of displacement vectors but the accuracy 
is only retained if the bag-of-features model is trained on a balanced sample of behavior features. 
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МЕТОД СОЗДАНИЯ ЦИФРОВЫХ ВОДЯНЫХ ЗНАКОВ  
НА ОСНОВЕ ГЕТЕРОАССОЦИАТИВНЫХ СЖИМАЮЩИХ ПРЕОБРАЗОВАНИЙ ИЗОБРАЖЕНИЙ  

И ЕГО РЕАЛИЗАЦИЯ С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ ИСКУССТВЕННЫХ НЕЙРОННЫХ СЕТЕЙ 
А.А. Сирота 1, М.А. Дрюченко 1, Е.Ю. Митрофанова 1 

1 Воронежский государственный университет, Воронеж, Россия 

Аннотация 
Рассматривается метод и реализуемые на его основе алгоритмы создания цифровых во-

дяных знаков, базирующиеся на применении обобщённых сжимающих преобразований при 
встраивании данных во фрагменты контейнеров - изображений. Принципиальной особенно-
стью предлагаемого метода является использование гетероассоциативного сжимающего 
преобразования – взаимного отображения со сжатием двух соседних областей изображения 
произвольной формы. Проведены комплексные исследования для оценки показателей каче-
ства создаваемых цифровых водяных знаков, и показано, что предлагаемый метод и реали-
зуемые на его основе алгоритмы позволяют достаточно гибко регулировать показатели 
уровня искажения контейнера и достоверности извлечения скрытых данных. Проводится 
анализ предлагаемых алгоритмов создания цифровых водяных знаков в условиях воздейст-
вий различных видов помех и преобразований, направленных на разрушение скрываемой 
информации, а также результаты сравнения с известными стегоалгоритмами. 

Ключевые слова: сжимающие отображения, обработка изображений, нейронные сети, 
стеганография, цифровые водяные знаки. 
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роассоциативных сжимающих преобразований изображений и его реализация с использо-
ванием искусственных нейронных сетей / А.А. Сирота, М.А. Дрюченко, Е.Ю. Митрофанова 
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Введение 
Широкое распространение цифровых технологий 

обуславливает необходимость разработки и совер-
шенствования методов обеспечения конфиденциаль-
ности, целостности, контроля несанкционированного 
использования и тиражирования информации. К чис-
лу перспективных технологий, используемых для ре-
шения данных задач, можно отнести технологии ком-
пьютерной стеганографии, позволяющие организо-
вывать защищённое скрытное хранение и передачу 
данных по открытым каналам коммуникации, а также 
скрытное маркирование данных цифровыми водяны-
ми знаками (ЦВЗ) в интересах контроля их использо-
вания и распространения. В качестве носителей (кон-
тейнеров) скрываемой пользовательской информа-
ции, как правило, выступают цифровые объекты, об-
ладающие психовизуальной избыточностью. В дан-
ной работе в качестве контейнеров будут рассматри-
ваться изображения.  

Подавляющее большинство разработанных на сего-
дняшний день методов и алгоритмов стеганографиче-
ского скрытия информации (ССИ) в изображения реа-
лизуют встраивание данных в их пространственную или 
частотную составляющую. Алгоритмы, работающие с 
пространственным представлением контейнеров, чаще 
всего реализуют варианты LSB- [1 – 3] или PVD-методов 
[4], BPCS-методы разделения битовых слоёв растра на 
сегменты по уровню сложности с последующей заме-
ной шумовых областей битами сообщения [5, 6], а также 
варианты «блочного» ССИ за счёт манипуляции значе-
ниями цветности/яркости пикселей в блоках фиксиро-
ванного размера [7, 8]. Основным недостатком подоб-
ных алгоритмов является слабая устойчивость скрытых 

данных к последующим трансформациям контейнера. 
Алгоритмы, работающие с частотным представлением 
контейнеров, чаще всего реализуют ССИ путём моди-
фикации спектральных коэффициентов (дискретного 
косинусного или вейвлет-преобразований) [9, 10]. Как 
правило, алгоритмы ССИ в частотной области контей-
нера обеспечивают большую робастность скрытых дан-
ных, но также зависят от используемых алгоритмов ко-
дирования и конечного формата контейнера. 

Для эффективного применения технологий ССИ в 
интересах создания ЦВЗ необходимо выполнить ряд 
противоречивых требований, а именно: обеспечить 
визуальную незаметность скрываемых данных, со-
хранив, по возможности, качество контейнера, и од-
новременно обеспечить высокую достоверность из-
влечения ранее скрытого ЦВЗ. Указанные противоре-
чия не снимаются в полной мере в известных методах 
и алгоритмах [1 – 10]. 

Возможным подходом к дальнейшему развитию 
методов ССИ, обеспечивающим минимальную визу-
альную и статистическую заметность результатов 
ССИ с сохранением высокой достоверности извлече-
ния скрытых данных, является использование аппара-
та искусственных нейронных сетей (НС) [11 – 15]. В 
данной работе, развивающей предыдущие работы ав-
торов [13 – 15], рассматривается метод построения ал-
горитмов ССИ на основе сжимающих преобразований 
общего вида, реализуемых на фрагментах изображе-
ний произвольной формы с использованием НС пря-
мого распространения, проводится полномасштабное 
исследование их эффективности в условиях внешних 
негативных воздействий, а также сравнение с извест-
ными алгоритмами. Реализуемый подход к ССИ, на 
наш взгляд, обладает следующими достоинствами: 
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– возможностью создания алгоритмов с универ-
сальной архитектурой, не зависящей от форма-
тов контейнеров; 

– обеспечением повышенной скрытности (визуаль-
ной и статистической) и устойчивости процедур 
ССИ за счёт близости нейросетевых алгоритмов 
анализа данных к статистически оптимальным; 

– реализацией менее прозрачных процедур ССИ, 
воспроизведение которых сторонними лицами 
будет затруднено. 

Принципиальной особенностью постановки зада-
чи является использование при ССИ взаимного ото-
бражения со сжатием двух соседних областей изо-
бражения, имеющих произвольную форму, т.е. гете-
роассоциативного сжимающего преобразования 
(ГСП) как общего случая. Использование преобразо-
вания такого вида позволяет находить существенные 
взаимосвязи для различных областей изображений. 
Стандартный вариант, когда сжатие производится по 
отношению к одной области, – автоассоциативное 
сжимающее преобразование (АСП) является частным 
случаем предыдущего. 

1. Метод ГСП и его применение 
для стеганографического скрытия информации  
Теоретическое обоснование возможностей по-

строения сжимающих преобразований с использова-
нием искусственных НС для решения задач, связан-
ных с представлением данных и нахождением взаи-
мосвязей между фрагментами случайных полей и 
изображений, было представлено авторами в работе 
[14]. Одной из особенностей рассмотренного в [14] 
метода ГСП и реализуемых на его основе алгоритмов 
является инвариантность к конфигурации обрабаты-
ваемых фрагментов изображений, что может быть 
успешно использовано на практике при формирова-
нии стеганографических ключей. Показано, что при-
менение аппарата НС для реализации ГСП предос-
тавляет преимущества с точки зрения сокращения 
времени выполнения процедуры сжатия при наличии 
ранее обученных преобразователей. 

Далее рассмотрим подробнее схему ССИ, осно-
ванную на использовании сжимающих преобразова-
ний общего вида, реализуемых на фрагментах кон-
тейнеров - изображений. Скрываемое сообщение 
(ЦВЗ) представляется в виде бинарной последова-
тельности b(p)∈{–1,+1}, 1,p P= . На маркируемом 
контейнере - изображении Z выделяются непересе-
кающиеся области пикселей Ω(p) с настраиваемой 
площадью и геометрической конфигурацией. В про-
стейшем случае Ω(p) представляют собой прямо-
угольные блоки пикселей с фиксированной шириной 
и высотой. В каждый такой блок реализуется встраи-
вание одного бита из b. 

При выполнении ГСП области Ω(p) разбиваются на 
непересекающиеся подобласти – «входную» ( )

1
pz  и 

«выходную» ( )
2

pz , ( ) ( ) ( )
1 2

p p pz z∪ = Ω , ( ) ( )
1 2

p pz z∩ =∅ . 
Затем производится отображение данных входной час-

ти в данные выходной. При выполнении сжимающего 
преобразования автоассоциатвиного типа «входные» и 
«выходные» области совпадают ( ) ( ) ( )

1 2
p p pz z= = Ω  и в 

процессе сжатия происходит отображение данных на 
себя. В общем же случае области ( )

1
pz , ( )

2
pz  могут быть 

произвольной конфигурации. Для примера на рис. 1 
представлены две конфигурации фрагментов полуто-
нового изображения: области прямоугольной формы с 
размещением одной прямоугольной области внутри 
другой и решетки со случайным выбором ячеек внутри 
области прямоугольной формы. Серым цветом выде-
лены пиксели входной части фрагмента ( )

1
pz , белым 

цветом – пиксели выходной части ( )
2

pz . Для цветных 
изображений конфигурация входной и выходной час-
тей может быть также произвольной; при этом, напри-
мер, входная часть может включать две цветовые ком-
поненты фрагмента, которые отображаются на остав-
шуюся компоненту. 

 
Рис. 1. Примеры выходной части фрагмента изображения 

прямоугольной (а) и случайной (б) конфигурации 
В общем случае случайные векторы z1, z2 связаны 

соотношением: 

2 2/1 1z V Hz V= μ + = + , 1
21 11z zH R R−= , (1) 

[ ] 0M V = , 1
22 21 11 12

T
z z z zM VV R R R R−⎡ ⎤ = −⎣ ⎦ , 

где μ2/1 – имеет смысл оптимальной (в классе линей-
ных) оценки z2 относительно наблюдения z1; V – сто-
хастическая (маскирующая) составляющая, некорре-
лированная с μ2/1; 11 1 1[ ]T

zR M z z= , 22 2 2[ ]T
zR M z z= , 

21 2 1[ ]T
zR M z z= . 

1.1. Встраивание данных 
Предлагаемая схема стеганографического встраи-

вания данных укрупнённо включает три этапа: 
1. Подготовка контейнера для ССИ на основе «регу-

лируемого сжатия» его фрагментов с формирова-
нием приближённой оценки «выходной части» 

( )
2

pz  по известным данным «входной части» ( )
1

pz  
со случайным или детерминированным выбором 
конфигурации областей локализации множеств 
пикселей ( )

1
pz , ( )

2
pz . 

2. Формирование и выделение стохастической со-
ставляющей, маскирующей скрываемые данные. 

3. Модификация «сжатых» фрагментов контейнера 
элементами встраиваемого сообщения и обратное 
добавление маскирующей составляющей. 
При выполнении ССИ здесь используются две 

нейронные сети: НС-1 и НС-2, архитектура которых 
представлена на рис. 2а, б. 
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а)  

б)     в)  
Рис. 2. Архитектуры нейронных сетей, используемых 
при реализации ГСП и встраивании данных (а, б),  
а также при извлечении ранее скрытых данных (в) 
Здесь НС-1 (рис. 2а) выполняет сжимающее пре-

образование при количестве нейронов в скрытом слое 
M < N1, M < N2 (N1, N2 – количество входов и выходов 
сети) и применяется на первом этапе работы алго-
ритма для подготовки фрагментов контейнера перед 
ССИ. Обучение сети проводится по реализациям век-
торов ( ) ( )

1 2{ , , 1, }p pz z p P= , описывающим входные и 
выходные части всех используемых фрагментов кон-
тейнера. При ( ) ( )

1 2
p pz z≠  НС-1 является гетероассо-

циативной, а при ( ) ( )
1 2

p pz z=  – автоассоциативной [16]. 
В случае реализации ГСП на вход НС-1 подаются 
данные «входной части» фрагмента ( )

1
pz , при этом на 

выходе формируется сжатая оценка данных «выход-
ной части» фрагмента ( )

2
pz  

( ) (2) (1) ( )
2/1 1

p pW W zη = , (2) 

где W 
(1), W 

(2) – матрицы весов первого и второго слоя 
НС-1. Оценки ( )

2/1
pη  используются на последующих 

этапах работы алгоритма как элементы контейнера, в 
которые непосредственно и реализуется встраивание 
данных из b.  

НС-2 (рис. 2б) применяется для формирования 
стохастической, маскирующей скрываемые данные 
составляющей. Обучение НС-2 также проводится по 
реализациям векторов },1 ,,{ )(

2
)(

1 Ppzz pp = . На выходе 
данной сети формируется реакция в виде квазиопти-
мальной оценки, соответствующей по структуре 
(см. (1)) оптимальной линейной оценке μ2/1 вектора z2 
относительно вектора z1: 

( ) ( ) 1 ( )
2/1 1 21 11 1

p p p
z zWz R R z−ν = = , (3) 

( ) ( ) (2,1)
21 2 1

1

1
1

P
p p

z jn
p

R z z r
P =

= =
− ∑ , 

( ) ( ) (1,1)
11 1 1

1

1
1

P
p p

z in
p

R z z r
P =

= =
− ∑ , 

где 21zR , 11zR  – выборочные матрицы ковариации 
случайных векторов, соответствующие матрицам 

11zR , 21zR , W – матрица весов НС-2. После этого для 
каждого фрагмента по аналогии с (1) можно выделить 
маскирующую, стохастическую составляющую  про-
гноза как ( ) ( ) ( )

2 2/1
p p pV z= −ν . 

С целью минимизации ошибки искажения контей-
нера при выполнении сжимающего  преобразования 
далее (без ограничения общности) использовалась НС-
1 при M = N2

 – 1, тогда ( )
2/1

pη  будет отличаться от ( )
2/1

pν  
только отсутствием «высокочастотной» составляющей 
с дисперсией, соответствующей минимальному собст-
венному числу выборочной матрицы ковариации 

1
21 11 12z z z zR R R R−=  оценки ( ) 1 ( )

2/1 21 11 1
p p

z zR R z−ν =  [14]. 
Встраивание битов сообщения реализуется путём 

добавления к ( )
2/1

pη  высокочастотной составляющей с 
амплитудой, изменяемой значением b(p), и обратным 
добавлением маскирующей составляющей 

2

( ) ( ) ( ) ( )
2 2/1

p p p p
m Nz A b V= η + φ + , (4) 

( )
2 min min min

T
N r r rφ = , ( )( ) ( )

min 2/1 2/1
1

1 P
p p

p
r

P =

= η − ν∑ ,  

где Am – задаваемая пользователем амплитуда встраи-
ваемой последовательности. В (4) φN2 имеет смысл 
собственного вектора, соответствующего минималь-
ному собственному значению матрицы выборочной 
матрицы zR  [14]. 

В результате выполнения этих действий каждый 
заполненный фрагмент контейнера-изображения опре-
деляется вектором ( ) ( ), ( ),

1 2( , )p p T p T Tz z z= , т.е. состоит из 
нетронутой входной части и модифицированной вы-
ходной части. При этом заполненный контейнер в це-
лом представляется совокупностью ( ){ ,   1, }pZ z p P= = . 

Проведённый авторами в [14] анализ показал воз-
можности построения ГСП как универсальных сжи-
мающих преобразований спектрального типа с мини-
мальным уровнем вносимых искажений на основе 
НС, архитектура которых представлена на рис. 2а, б. 
Установлено, что при выполнении ГСП каждый ре-
ально получаемый на выходе сети вектор квазиопти-
мальной оценки ( )

2/1
pν , 1,p P= , может быть представ-

лен в виде разложения по первым M собственным 
векторам ,  1,i i Mψ = , выборочной матрицы ковариа-

ции 1
21 11 12z z z zR R R R−=  такой оценки вектора z2 относи-

тельно z1. Показана возможность построения ГСП 
двумя способами: либо путём обучения НС, имеющей 
представленную на рис. 2а архитектуру; либо путём 
расчёта весовых коэффициентов автоассоциативного 
преобразователя линейной оценки ν2/1 на основе ре-
шения задачи на собственные числа и собственные 
векторы для матрицы zR . 

Укрупнённая схема работы алгоритма встраива-
ния данных с использованием обученных НС-1 и НС-
2 приведена на рис. 3. На первом шаге алгоритма 
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встраивания задаётся стеганографический ключ K1. В 
общем случае его компонентами являются: 
– параметры инициализации генераторов псевдослу-

чайных числовых последовательностей (ПСЧП), оп-
ределяющих структуру входных и выходных фраг-
ментов в рамках каждого блока (псевдослучайный 
выбор пикселей ( )

1
pz , ( )

2
pz ), а также порядок выбора 

блоков для модификации на всём изображении; 
– параметры и значения весовых коэффициентов 

ранее обученных НС-1 и НС-2. 

   
Рис. 3. Обобщённая схема работы  
алгоритма встраивания данных  

Далее реализуется разбиение изображения-
контейнера на фрагменты заданной конфигурации с вы-
делением подмножеств «входных» и «выходных» эле-
ментов в каждом из них. В случае, если последующее 
использование маркированного контейнера не предпо-
лагает его серьёзных искажающих изменений, то более 
предпочтительным с точки зрения безопасности являет-
ся вариант с псевдослучайным выбором координат пик-
селей «входных» и «выходных» элементов в рамках 
прямоугольных блоков небольшого размера. Отметим, 
что для эффективной работы алгоритма элементы ( )

1
pz  

и ( )
2

pz  должны иметь ненулевую корреляционную зави-
симость, что исключает возможность наполнения ( )

1
pz  и 

( )
2

pz  случайно выбираемыми по всему контейнеру про-
странственно разнесёнными пикселями. 

Затем с использованием ранее обученных сетей НС-1 
и НС-2 реализуется ГСП «выходных» фрагментов ( )

2
pz  и 

формирование маскирующей встраиваемые данные со-
ставляющей, после чего реализуется (4) и элементы «за-
полненных» фрагментов ( )pz  записываются на свои по-
зиции в итоговом маркированном контейнере. 

1.2. Извлечение данных 
При восстановлении ранее скрытых данных реша-

ется задача классификации вектора модифицирован-
ной выходной части фрагмента контейнера 2z  по его 
принадлежности к одному из классов H1, H2. Каждый 
класс характеризуется различными векторами мате-

матического ожидания H1
 : m+

 = AmφN2, H2
 : m+

 = –AmφN2 
и общей матрицей ковариации  

12 11 12
T

z VR W R W Rη = + ,  

22 11 12 12[ ]T T T T
V z z z zR M VV R WR W WR R W= = + − − . 

Для построения решающего правила используется 
однослойная сеть НС-3 (рис. 2в) с линейной или нели-
нейной функцией активации. На вход НС-3 подаются 
модифицированные в результате встраивания выходные 
части фрагментов ( )

2
pz . Сеть обучается для решения за-

дачи классификации входного для неё вектора с целью 
выделения значения ранее скрытого во фрагменте бита 
сообщения ( )pb , 1,p P=  ( ) ( )|| || minp pb b− → . Волни-
стая линия в обозначениях восстанавливаемой после-
довательности ( )pb  означает наличие возможных 
ошибок при классификации. Отметим, что вероятно-
стный характер извлечения данных в значительной 
мере определяет варианты практического использо-
вания предложенной схемы ССИ, например, в при-
ложениях для создания ЦВЗ. 

Укрупнённая схема работы алгоритма извлечения 
ранее скрытых данных приведена на рис. 4. 

Сначала выполняется загрузка стеганографического 
ключа K2, опционально включающего параметры ини-
циализации генераторов ПСЧП, определяющих струк-
туру входных и выходных фрагментов в рамках каждо-
го блока, порядок выбора блоков на всём изображении, 
а также параметры и значения весовых коэффициентов 
ранее обученной НС-3. Далее с использованием K2 реа-
лизуется прогонка множества выделенных «выходных» 
элементов ( )

2
pz  через НС-3 с формированием выходного 

бинарного вектора ( )pb , 1,p P= , на основе которого 
реализуется восстановление скрытых данных. 

 
Рис. 4. Обобщённая схема работы 
алгоритма извлечения данных  

2. Результаты экспериментальных исследований 
и их обсуждение 

2.1. Анализ показателей искажения контейнера  
при встраивании ЦВЗ  

Экспериментальный анализ алгоритма создания 
ЦВЗ проводился с использованием тестовых приме-
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ров, формируемых на основе генерации реализаций 
однородных гауссовских случайных полей, а также 
реальных цветных изображений. В ходе анализа ис-
пользовались показатели, определяющие степень ис-
кажения контейнера при встраивании ЦВЗ и связан-
ные с визуальной заметностью вносимых искажений, 
а также вероятность ошибки классификации элемен-
тов двоичной последовательности Per при извлечении 
ранее встроенных данных. При проведении экспери-
ментов использовался комплекс программных средств, 
разработанных в среде MATLAB. 

Оценка степени искажения контейнера при встраи-
вании ЦВЗ изначально проводилась по двум показате-
лям: средней квадратичной ошибке (СКО, MSE) и мак-
симальной абсолютной ошибке (МАО, MAE) при 
сравнении исходного Z и заполненного контейнера Z .  

В ходе исследований выяснилось, что данные по-
казатели не всегда позволяют связать свои значения с 
визуальной заметностью вносимых искажений. На-
пример, при малых уровнях MSE на гладких изобра-
жениях искажения оказались более заметны визуаль-
но, чем на изображениях, имеющих фрагменты с ма-
лой пространственной корреляцией, при более высо-
ких уровнях MSE. Поэтому для анализа качества за-
полненных контейнеров далее, чтобы не перегружать 
изложение, приводятся только оценки на основе 
MAE, определяющей уровень абсолютных искажений 
контейнера. Использование MSE по отношению к 
MAE качественно не изменяет ход полученных зави-
симостей и результаты сравнения алгоритмов.  

Более объективный анализ уровня искажения кон-
тейнера, на наш взгляд, позволяет провести индекс 
структурного сходства (SSIM) Бовика [17]. Для полу-
тоновых изображений в наших экспериментах он рас-
считывался стандартным образом. Для цветных изо-
бражений он рассчитывался как среднее геометриче-
ское показателей, полученных для каждой из трёх 
цветовых компонент RGB.  

В ходе исследований проводились эксперименты с 
различными параметрами алгоритмов создания ЦВЗ. 
При создании ЦВЗ для полутоновых изображений, ге-
нерируемых как реализации гауссовских случайных по-
лей w (x, y), 1,800x = , 1,800y =  с различными функ-
циями  пространственной корреляции (в приведенных 
ниже примерах ( ) ( ) ( )2 2

2, , , a x x y yR x x y y e ′ ′− − + −′ ′ = σ ), рас-
сматривались три типовых варианта построения ал-
горитма встраивания: на основе ГСП с использовани-
ем фрагментов квадратной формы со сторонами 8 × 8, 
выходной частью в виде прямоугольника со сторона-
ми 5 × 6 и окружающей её входной частью (N = 64, 
N1

 = 34, N2
 = 30); на основе ГСП с использованием 

фрагментов квадратной формы 8 × 8, выходной ча-
стью в виде 30 случайным образом размещённых в 
пределах фрагмента пикселей и соответствующей 
входной частью случайной конфигурации – оставши-
мися пикселями (N = 64, N1

 = 34, N2
 = 30); на основе 

АСП с использованием фрагментов квадратной фор-
мы 8 × 8, в которых входная и выходная часть совпа-

дают и полностью заполняют фрагмент 
N = N1

 = N2
 = 64. Для упрощения представления даль-

нейших результатов эти варианты будем обозначать 
соответственно vm-1, vm-2, vm-3. 

При создании ЦВЗ для цветных реальных изобра-
жений (формат *.bmp) также рассматривались три 
типовых варианта построения алгоритма встраива-
ния: на основе ГСП с использованием в каждой цве-
товой компоненте фрагментов прямоугольной формы 
со сторонами 4 × 6, выходной частью в виде прямо-
угольника со сторонами 3×4 и окружающей её вход-
ной частью (N = 72, N1

 = 36, N2
 = 36); на основе ГСП с 

использованием в каждой цветовой компоненте 
фрагментов 4 × 6, выходной частью в виде 36 случай-
ным образом размещённых в «пироге трёх цветов» 
пикселей и соответствующей входной частью слу-
чайной конфигурации (N = 72, N1

 = 36, N2
 = 36); на ос-

нове АСП с использованием в каждой цветовой ком-
поненте фрагментов прямоугольной формы  4×6, в 
которых входная и выходная часть совпадают и пол-
ностью заполняют фрагмент N = N1

 = N2
 = 72. При 

представлении дальнейших результатов эти варианты 
будут обозначены как vc-1, vc-2, vc-3. 

Особое внимание уделялось анализу возможности 
использования нейросетевых преобразователей дан-
ных, которые обучались на одних изображениях для 
встраивания и извлечения ЦВЗ на других изображе-
ниях. Фактически это означает возможность исполь-
зования алгоритма, адаптированного к определённо-
му классу изображений, для применения по отноше-
нию к другим изображениям, т.е. контентную незави-
симость алгоритма. 

Далее приведены результаты, которые отражают 
типичный характер закономерностей, полученных в 
целом и для других случаев. На рис. 5 при использо-
вании в качестве контейнеров полутоновых изобра-
жений, формируемых как реализации случайного 
поля (варианты vm-1, vm-2, vm-3), приведены зави-
симости для SSIM и Per восстановления ЦВЗ от ам-
плитуды встраиваемой последовательности Am, за-
даваемой в единицах уровня i /255, 0, 255i = .  

       
Рис. 5. Зависимости показателей качества ЦВЗ 

для полутоновых изображений (реализаций случайных полей) 
Объём обучающей выборки для формирования НС 

P1
 = 10 000, объём тестирующей выборки P2

 = 10 000. 
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Здесь обучение и тестирование алгоритмов встраива-
ния и извлечения ЦВЗ проводилось для гауссовских 
случайных полей с параметром функции корреляции 
a1

 = 0,01. Кроме этого, проводилось тестирование ра-
нее обученных алгоритмов с использованием реали-
заций гауссовских случайных полей, генерируемых с 
параметром функции корреляции a2

 = 0,05 (кривые 
vm-1(t), vm-2(t), vm-3(t)). Это позволяет судить о сте-
пени «контентной независимости» обучаемых алго-
ритмов и оценки возможности их применения для 
создания ЦВЗ в других объектах.  

Анализ зависимостей на рис. 5 показывает сле-
дующее. Значения показателя SSIM, естественно, 
лучше при использовании изображений с большим 
уровнем пространственной корреляции (a1

 = 0,05), 
чем у изображений с малой пространственной корре-
ляцией (a1

 = 0,01). При этом величина MAE для вари-
антов с a1

 = 0,05 и a1
 = 0,01 примерно одинакова и 

варьируется от 1 – 2 при Am
 = 2 до 7 – 12 при Am

 = 14. 
При малой Am использование АСП приводит к боль-
шим искажениям контейнера (MAE порядка 6) по 
сравнению с вариантами, основанными на использо-
вании ГСП (MAE менее 5), однако уже для значений 
Am

 > 4 наблюдается обратная картина – для АСП MAE 
составляет порядка 6 – 9, а для ГСП – MAE порядка 
7 – 12. Вероятность ошибки Per для вариантов с ГСП 
будет тем больше, чем больше пространственная 
корреляция изображений. Для АСП наличие отлич-
ной от теоретически нулевой вероятности ошибки 
при малых Am объясняется шумом квантования. При 
задании других значений параметра функции корре-
ляции (a1

 = 0,05 для обучающего изображения, 
a2

 = 0,01 для тестирующего изображения) все зависи-
мости располагаются в обратном порядке. 

На рис. 6а, б при использовании контейнеров в 
виде цветных изображений (варианты vc-1, vc-2, vc-3) 
приведены аналогичные зависимости для SSIM и Per 
от амплитуды встраиваемой последовательности Am.  

       
Рис. 6. Зависимости показателей качества ЦВЗ 

для цветных изображений 
Здесь при обучении и тестировании алгоритмов 

использовалось изображение «lena.bmp», а при тести-
ровании на ранее обученных алгоритмах – изображе-
ние «cars.bmp» (рис. 7а, б).  

На рис. 8а, б в увеличенном масштабе приведе-
ны фрагменты исходного и заполненного контей-

нера (vc-2), а также разница между ними, умно-
женная на 100 (рис. 8в). 

а)       б)  
Рис. 7. Примеры изображений-контейнеров 

а)       б)   

в)  
Рис. 8. Фрагменты исходного и заполненного контейнеров 

и разница между ними, умноженная на 100 
Анализ зависимостей, приведенных на рис. 6, по-

казывает в целом близость полученных здесь законо-
мерностей с закономерностями, полученными для 
реализаций случайных полей. 

2.2. Исследование стойкости ЦВЗ по отношению 
к негативным воздействиям 

Важным фактором, определяющим качество ЦВЗ, 
является стойкость в смысле сохранения скрытой в 
контейнерах информации по отношению к внешним 
негативным воздействиям (НВ) negative impact (NI) 
преднамеренного и непреднамеренного характера. 
Общий подход при выполнении подобных исследова-
ний состоял в воспроизведении всех этапов создания и 
восстановления ЦВЗ при введении определённых до-
пущений относительно характера НВ и имеющейся у 
нарушителя априорной информации. Для различных 
типов НВ использован относительный уровень нега-
тивного воздействия ε = 1, 2, ..., 9, приведённый к диа-
пазонам значений варьируемых параметров. В ходе 
экспериментов осуществлялся объективный и субъек-
тивный контроль уровня вносимых при НВ искажений, 
чтобы не допустить неприемлемой потери качества 
контейнера. Исследования проводились с использова-
нием генерируемых реализаций случайных полей и ре-
альных изображений. Следует отметить, что вопросы 
устойчивости алгоритмов создания ЦВЗ на основе ис-
кусственных нейронных сетей подобного типа были 
рассмотрены авторами ранее в работе [15] в сущест-
венно более ограниченном объёме. 
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В табл. 1 представлены типовые зависимости ве-
роятности ошибки Per от ε при извлечении элементов 
последовательности ЦВЗ в условиях различных НВ 
для вариантов алгоритма vc-1, vc-2, vc-3. Амплитуда 
встраиваемой последовательности Am

 = 8. 
Табл. 1. Вероятности ошибки при извлечении ЦВЗ после 
применения к маркированному контейнеру различных НВ  

Тип негативного воздействия 
ε Адд. 

шум 
Имп. 
шум 

Unsharp
mask 

Low filter 
kh

 = 4 
JPEG
kh

 = 8 
Подмена 
ЦВЗ 

ГСП, vc-1, Am
 = 8 

1 0,0071 0,0494 <10-3 <10-3 <10-3 <10-3 
3 0,0421 0,1310 0,0085 0,0021 <10-3 <10-3 
5 0,0688 0,2019 0,0221 0,0055 0,0086 0,0042 
7 0,1083 0,2506 0,0379 0,0177 0,1221 0,0494 
9 0,1396 0,2911 0,0492 0,1289 0,2716 0,4681 

ГСП, vc-2, Am
 = 8 

1 0,0084 0,0297 <10-3 0,0013 0,0212 <10-3 
3 0,0483 0,0822 0,0084 0,0135 0,0305 <10-3 
5 0,0810 0,1376 0,0227 0,0247 0,1043 0,0057 
7 0,1252 0,1771 0,0378 0,0420 0,3829 0,0226 
9 0,1491 0,2157 0,0498 0,1061 0,4802 0,4205 

AСП, vc-3, Am
 = 8 

1 0,0087 0,0779 <10-3 <10-3 <10-3 0,4772 
3 0,0502 0,2008 0,0071 <10-3 0,0027 0,4935 
5 0,0907 0,2710 0,0166 <10-3 0,1498 0,5107 
7 0,1289 0,3284 0,0214 0,0012 0,4366 0,4930 
9 0,1506 0,3688 0,0246 0,1406 0,4911 0,5023 

Зависимости приведены для изображения 
«cars.bmp» и являются типичными. С использованием 
стандартных функций и упомянутых далее опций сре-
ды MATLAB реализованы следующие типовые НВ: 
– аддитивный гауссовский шум с относительной от 

интенсивности I (x, y) каждого пикселя локальной 
дисперсией 2 0,00025n Iσ = ×ε× ; 

– импульсный шум, реализующий подавление пик-
селей исходного изображения с вероятностью 
pn

 = 0,005 × ε; 
– фильтрация на основе скользящего фильтра с Un-

sharp Mask (повышение резкости) с параметром 
усиления резкости Amount = 2 × ε; 

– низкочастотная фильтрация (Low filter) на основе 
скользящего фильтра в виде гауссианы c размером 
маски hL

 = ε; 
– применение сжатия изображений на основе пре-

образования JPEG cо стандартным коэффициен-
том потери качества Quality q = 100 – 10 ⋅ ε; 

– уничтожение или подмена ЦВЗ при известной 
структуре и параметрах алгоритма путём встраи-
вания другого ЦВЗ с амплитудой mA′ = ε . 
Анализ полученных в ходе исследований резуль-

татов показывает достаточно высокую степень стой-
кости алгоритмов по отношению к НВ в виде адди-
тивных и импульсных помех, а также при примене-
нии фильтров Unsharp Mask. Существенный уровень 
вероятности ошибки при извлечении ЦВЗ здесь дос-
тигался при таком уровне НВ, который приводил к 

недопустимым искажениям контейнера, диагности-
руемым как на основе SSIM, так и визуально. 

Для НВ, основанных на низкочастотном сглажива-
нии с использованием масочных фильтров и JEPG-ком-
прессии, уже при малых значениях ε, соответствующих 
размеру маски сглаживающего фильтра 3 – 5 пикселей 
и коэффициенту потери качества JPEG 80 – 90, проис-
ходит искажение ранее встроенных ЦВЗ.  

Для противодействия подобным НВ была предло-
жена следующая версия алгоритма. Она основана на 
переходе от модификации значений отдельных пик-
селей изображений при встраивании ЦВЗ к измене-
нию средних значений групп рядом стоящих пиксе-
лей, образующих блоки размером kh

 × kh (kh
 = 2, ..., 8). 

При этом исходное изображение I разбивается на 
блоки ( , , )r g b

iju , 1, xi I= , 1, yj J= размером kh
 × kh пиксе-

лей, Ix, Jy – количество  блоков, размещаемых по оси 
OX и по оси OY. Затем вычисляются матрицы сред-
них значений блоков ( , , ) ( , , )|| ||r g b r g b

ijU u= . Далее по от-
ношению к полученному таким образом изображе-
нию U выполняется стандартный алгоритм встраива-
ния ЦВЗ на основе ГСП или АСП, а затем проводится 
соответствующая модификация средних значений яр-
кости исходного изображения. Алгоритм извлечения 
ЦВЗ реализуется стандартным образом. Для обеспе-
чения большей стойкости ЦВЗ по отношению к JPEG 
рекомендуется предварительно выполнить преобра-
зование, переводящее исходное изображение из фор-
мата RGB в формат YCbCr. Следует отметить, что 
при таком способе создания ЦВЗ пропускная способ-
ность контейнера уменьшается в kh

 × kh раз. 
Значения вероятности ошибок при реализации по-

добной схемы встраивания ЦВЗ выделены в табл. 1 
жирным шрифтом. Здесь мы видим, что уже при kh

 = 4 
НВ в виде низкочастотного сглаживания фактически 
парируется. Для преобразования JPEG устойчивый 
эффект достигается для значений kh

 = 8. При этом 
разрушение ЦВЗ происходит для таких уровней сжа-
тия, которые соответствуют недопустимой степени 
потери качества исходного изображения. 

В целом по представленным в табл. 1 зависимо-
стям следует отметить более высокую стойкость ал-
горитмов с ГСП (варианты vc-1, vc-2) по отношению 
к типовым НВ по сравнению с алгоритмом, основан-
ным на АСП (вариант vc-3). 

Интересным представляется ещё одно свойство 
алгоритмов с ГСП: при их применении в рассматри-
ваемой схеме внесения ЦВЗ произвести уничтожение 
или подмену ранее встроенной информации весьма 
затруднительно. Здесь возможны две ситуации. 

В первой из них нарушитель знает только струк-
туру алгоритма (т.е. фактически конфигурацию вход-
ной и выходной частей). Здесь при отсутствии у на-
рушителя точных значений элементов матричных 
операторов преобразования данных он может попы-
таться заново обучить нейронные преобразователи на 
контейнере с уже внедрённым в него ЦВЗ. Это в 
большинстве случаев не позволит уничтожить ЦВЗ, 
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так как ранее модифицированная высокочастотная 
составляющая меняет порядок своего расположения 
при выполнении сжимающего преобразования (в рас-
смотренных примерах уже при Am

 > 3).  
Во втором случае нарушителю известна не только 

структура, но и параметры преобразователей. И в этой 
ситуации уничтожить или подменить ЦВЗ затрудни-
тельно. Действительно, если для контейнера с ранее 
встроенным ЦВЗ абсолютно точно повторить всю по-
следовательности преобразований (4) для любых вари-
антов алгоритма с ГСП, то при неизменной входной 
части значения оценок ( )

2/1
pη , ( )

2/1
pν , 1,p P=  очевидно 

сохранятся. При этом меняется только стохастическая 
составляющая прогноза, которая теперь будет содер-
жать в себе разницу между модифицированной выход-
ной частью и её оценкой ( ) ( ) ( )

2 2/1
p p pV z= −ν , 1,p P= . 

При её обратном добавлении во фрагменты контейнера 
в соответствие с (4) возвращается исходная ситуация. 
Встроенная нарушителем новая двоичная последова-
тельность может изменить ЦВЗ только в том случае, 
если её амплитуда заведомо превышает амплитуду ис-
ходной последовательности (последний столбец 
табл. 1). А это, в свою очередь, ведёт к искажению 
контейнера и повышает заметность внесения в него 
новых данных. При использовании АСП маскирующая 
составляющая V отсутствует и, соответственно, отсут-
ствует возможность сохранения ранее встроенных 
данных. Поэтом в данном случае даже простое «зану-
ление» высокочастотной составляющей приводит к 
удалению ЦВЗ (последний столбец табл. 1).  

Следует также отметить, что для предлагаемого 
метода характерна также высокая скрытность по от-
ношению к использованию сторонними лицами сте-
ганографических ключей, используемых для извлече-
ния данных. Использование неполной или частичной 
информации, особенно в алгоритмах со случайным 
размещением выходной части в компонентах цветно-
го изображения, не позволяет обучить НС, способную 
восстановить ранее встроенный ЦВЗ. 

2.3. Сравнение с известными алгоритмами 
встраивания ЦВЗ 

Для оценки эффективности предлагаемых в статье 
алгоритмов проводилось их сравнение с известными 
алгоритмами встраивания ЦВЗ, реализующими сте-
госкрытие данных в пространственную и частотную 
область изображений. Были выбраны алгоритмы 
блочного типа, работающие в пространственном 
представлении контейнера – алгоритм Брундокса 
(Bruyndonckx) [7] и Ленгелаара (Langelaar) [8], алго-
ритм Каттера (Kutter) [18], использующий значения 
цветности в локальных областях контейнера для про-
гноза значений восстанавливаемых бит ЦВЗ, алгоритм 
Коха – Жао (Koch – Zhao) [19], реализующий ССИ в час-
тотной области контейнера путём относительной за-
мены величин коэффициентов дискретного косинусно-
го преобразования (данный принцип является базовым 
для значительного числа алгоритмов ССИ в частотной 

области), а также два относительно новых алгоритма 
на основе комбинации дискретного вейвлет (DWT), 
дискретного косинусного (DCT) преобразований и 
сингулярного разложения (SVD) DCT-DWT-SVD [20]. 
Выбор первых четырёх алгоритмов для сравнения с 
предлагаемыми вариантами был обусловлен сопоста-
вимыми значениями стеганографической пропускной 
способности, а также широкой известностью и дос-
тупностью их реализаций. Алгоритмы на основе 
DCT-DWT-SVD выбирались для сравнения, посколь-
ку они являются достаточно современными, робаст-
ными, высокопроизводительными стегоалгоритмами, 
реализующими принципы ССИ, широко применяе-
мые во многих других алгоритмах создания ЦВЗ. От-
метим, что по пропускной способности алгоритмы 
DCT-DWT-SVD превосходят описываемые в данной 
работе алгоритмы с ГСП. Однако для извлечения 
ЦВЗ эти алгоритмы требуют наличия исходного не-
заполненного контейнера, что является их недостат-
ком по сравнению с предлагаемыми. 

В алгоритмах Брундокса, Ленгелаара и Коха – Жао 
встраивание одного бита информации осуществля-
лось в блоки пикселей или спектральных коэффици-
ентов размером 8 × 8. В алгоритме Каттера энергия 
встраиваемого бита данных задавалась равной 
λ = 0,05, а размер области прогнозирования значений 
цветности пикселей при восстановлении информации 
(сторона «креста») τ = 3. Порог разности между коэф-
фициентами в алгоритме Коха – Жао δ = 25. В зависи-
мости от локализации выбираемых для модификации 
пар спектральных коэффициентов рассматривались 
два варианта алгоритма Коха – Жао – реализующие 
ССИ в среднечастотные (СЧ) или в низкочастотные 
(НЧ) коэффициенты. В алгоритмах DCT-DWT-SVD 
согласно [20] рассматривались две модификации. В 
первой (DCT-DWT-SVD-1) реализуется встраивание 
ЦВЗ путём модификации сингулярных значений мат-
рицы, составленной из НЧ коэффициентов DCT в 
блоках 4 × 4 для низкочастотной составляющей двух-
уровневого DWT. Во второй (DCT-DWT-SVD-2) реа-
лизуется встраивание ЦВЗ за счёт модификации мат-
рицы сингулярных значений разложения SVD, при-
мененного к матрице коэффициентов DCT, вычис-
ленных для низкочастотной составляющей двухуров-
невого DWT (не в блоках 4 × 4). Значение усиливаю-
щего коэффициента α, влияющего на качество созда-
ваемых заполненных контейнеров и на степень роба-
стности скрытых данных [20], в алгоритмах выбира-
лось равным 0,05. 

Тестирование алгоритмов проводилось на выбор-
ке из 30 полноцветных изображений из наборов Ko-
dak Lossless True Color Image Suite [21] и TESTI-
MAGES [22]. Разрешение тестовых изображений 
варьировалось от 300×300 до 1200×1200 пикселей. 
Анализ алгоритмов проводился в части оценки иска-
жений заполненных контейнеров и достоверности 
восстановления ранее скрытых данных в отсутствие и 
при наличии НВ. В табл. 2 для каждого алгоритма 
приведены усреднённые для тестовой выборки значе-
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ния SSIM и вероятности ошибок восстановления 
скрытой информации Per. Представленные в третьем 
столбце таблицы значения MAE определялись как 
максимальные значения, полученные для каждого ал-
горитма по всем примерам тестовой выборки 
MAE = max (MAEi), 1,30i = . 
Табл. 2. Результаты сравнения предлагаемых алгоритмов 

создания ЦВЗ с известными 

Алгоритм SSIM MAE Per 
ГСП, vc-1, Am

 = 8 0,999 6 0,012 
ГСП, vc-2, Am

 = 8 0,998 8 0,014 
Bruyndonckx, 8 × 8 0,995 31 0,041 
Langelaar, 8 × 8 0,989 38 0,034 
Kutter, λ = 0,05, ν = 3 0,996 13 0,062 
Koch-Zhao, СЧ, 8 × 8 0,993 10 0,006 
Koch-Zhao, НЧ, 8 × 8 0,991 13 <10-3 
DCT-DWT-SVD-1 0,992 8 <10-3 
DCT-DWT-SVD-2 0,956 32 <10-3 

Анализ полученных результатов позволяет сде-
лать вывод, что алгоритмы на основе ГСП  в данной 
конфигурации обеспечивают минимальные искаже-
ния при ССИ по сравнению со всеми выбранными 
для сравнения алгоритмами. При этом усреднённые 
по тестовой выборке значения вероятности ошибок 
при восстановлении ЦВЗ в отсутствие НВ для пред-
ложенных алгоритмов vc-1 и vc-2 составляют порядка 
0,014, что свидетельствует о надежном восстановлении 
ЦВЗ. В выбранных для сравнения алгоритмах, рабо-
тающих в пространственном представлении контейне-
ра, Per без НВ составила от 0,034 до 0,062. Наименьшая 
вероятность ошибки извлечения данных в отсутствие 
НВ была получена для алгоритма Коха – Жао, а также 
для вариантов алгоритма DCT-DWT-SVD (при боль-
ших искажениях контейнера по сравнению с ГСП). 

В табл. 3, табл. 4 для сравниваемых алгоритмов 
приведены усреднённые вероятности ошибок восста-
новления скрытой информации в случае применения к 
маркированным контейнерам различных НВ. Алго-
ритмы на основе ГСП показали хорошую устойчи-
вость встроенных ЦВЗ к зашумлению контейнеров ад-
дитивным гауссовским шумом Per

 ≈ 0,05, что несколько 
лучше результата, полученного для алгоритмов Ленге-
лаара, Коха – Жао и DCT-DWT-SVD-2, существенно 
превосходит результаты для алгоритмов Брундокса и 
Катера, но уступает алгоритму DCT-DWT-SVD-2. 

При негативном воздействии на заполненные кон-
тейнеры в виде импульсного шума c плотностью 
pn

 = 0,01 наиболее робастным также оказался алго-
ритм DCT-DWT-SVD-2. Для алгоритмов на основе 
ГСП vc-1, vc-2, алгоритмов Катера, Ленгелаара и Ко-
ха – Жао вероятность ошибки восстановления при-
мерно сопоставима, в то время как алгоритм Брун-
докса здесь показал вдвое больший процент ошибоч-
но восстанавливаемых бит ЦВЗ. 

При воздействии на заполненные контейнеры НВ 
на основе фильтра повышения резкости (Unsharp 
Mask) Per, полученная для алгоритмов на основе ГСП, 

оказывается сопоставима или меньше, чем во всех 
других анализируемых алгоритмах, кроме алгоритма 
DCT-DWT-SVD-2. 
Табл. 3. Результаты сравнения предлагаемых алгоритмов 

создания ЦВЗ с известными 
Per в условиях НВ 

Алгоритм 
Amount = 6 
ад. шум 
2 44 10n

−σ = ⋅  

Имп. шум
pn

 = 0,01 
Unsharp 

Mask  

ГСП, vc-1, Am
 = 8 0,046 0,112 0,008 

ГСП, vc-2, Am
 = 8 0,053 0,081 0,007 

Bruyndonckx, 8 × 8 0,138 0,224 0,086 
Langelaar, 8 × 8 0,075 0,139 0,048 
Kutter, λ = 0,05, ν = 3 0,178 0,126 0,011 
Koch – Zhao, СЧ, 8 × 8 0,081 0,155 0,008 
Koch – Zhao, НЧ, 8 × 8 0,094 0,143 0,005 
DCT-DWT-SVD-1 0,077 0,165 0,118 
DCT-DWT-SVD-2 0,008 0,028 0,003 
Табл. 4. Результаты сравнения предлагаемых алгоритмов 

создания ЦВЗ с известными 
Per в условиях НВ 

Алгоритм Low filter 
hL

 = 3 
JPEG, 
q = 80 

JPEG, 
q = 40 

ГСП, vc-1, Am
 = 8 0,326 / 

0,012 
0,494 / 
0,006 

0,488 / 
0,011 

ГСП, vc-2, Am
 = 8 0,332 / 

0,023 
0,492 / 
0,016 

0,497 / 
0,039 

Bruyndonckx, 8 × 8 0,388 0,192 0,305 
Langelaar, 8 × 8 0,436 0,141 0,288 
Kutter, λ = 0,05, ν = 3 0,421 0,455 0,492 
Koch-Zhao, СЧ, 8 × 8 0,227 0,016 0,511 
Koch-Zhao, НЧ, 8 × 8 0,096 0,004 0,042 
DCT-DWT-SVD-1 0,344 0,271 0,363 
DCT-DWT-SVD-2 0,005 <10-3 0,007 

Применение низкочастотной фильтрации одина-
ково негативно отражается на результатах работы 
всех алгоритмов, работающих в пространственном 
представлении контейнера. Для маски размером hL

 ≥ 3 
вероятности ошибок извлечения встроенной инфор-
мации для всех алгоритмов превышают 0,3, то есть 
восстановления ЦВЗ с приемлемым уровнем досто-
верности не происходит. Наилучшая достоверность 
восстановления при данном типе НВ также была по-
лучена в алгоритме DCT-DWT-SVD-2. 

При реализации JPEG-сжатия наиболее робастным 
также оказался алгоритм DCT-DWT-SVD-2. Предло-
женные алгоритмы на основе ГСП в этом случае не 
обеспечивают устойчивость встроенной информации. 
Однако в случае отсутствия жёстких требований по 
пропускной способности стегосистемы они также спо-
собны обеспечить высокую робастность встроенных 
меток к низкочастотной фильтрации и сжатию изо-
бражения при переходе от модификации значений от-
дельных пикселей к модификации средних значений 
пикселей в блоках заданного размера kh

 × kh. Так, в 
табл. 3 жирным шрифтом приведены усреднённые 
значения вероятностей ошибок для Low filter и JPEG-
преобразований, полученные для «блочных» вариан-
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тов алгоритмов vc-1 и vc-2 на основе ГСП с kh
 = 8. В 

данном случае вероятности ошибочного восстановле-
ния битов ЦВЗ для маркированных контейнеров, под-
вергшихся низкочастотной фильтрации с размером ок-
на hL

 = 3, не превышают 2,5%, а для контейнеров, под-
вергшихся сжатию с q ≥ 40, – 4%. 

Заключение 
Предложенный метод создания ЦВЗ основан на 

использовании гетероассоциативных сжимающих 
преобразований на фрагментах контейнеров произ-
вольной формы с применением аппарата искусствен-
ных нейронных сетей. Метод обеспечивает формато-
независимость и универсальность реализуемых на его 
основе алгоритмов, что позволяет по общей схеме 
применять их для ССИ в различных типах контейне-
ров (изображения, звук, видео).  

Проведенные исследования позволяют отметить 
следующие положительные качества предложенных 
алгоритмов: низкий уровень искажения контейнера в 
сочетании с высокой степенью устойчивости ЦВЗ по 
отношению к шумовым негативным воздействиям 
различных типов или воздействиям в виде высоко-
частотной пространственной фильтрации; наличие 
маскирующих свойств ГСП, которые затрудняют по-
вторную перезапись ЦВЗ или подбор «ключа» для 
восстановления ЦВЗ. Для предлагаемого класса алго-
ритмов характерна также возможность гибкого варь-
ирования показателей уровня искажения контейнера, 
достоверности извлечения ЦВЗ и его стойкости, что 
позволяет их использовать для решения различных 
задач ССИ со своими специфическими требованиями. 

Одновременно следует отметить низкую устойчи-
вость создаваемых ЦВЗ по отношению к низкочас-
тотному сглаживанию и JPEG-компрессии. Для пре-
одоления подобных негативных воздействий предло-
жена модификация алгоритма, основанная на измене-
нии по той же универсальной схеме обработки ин-
формации средних значений групп пикселей фикси-
рованного размера. Подобная модификация алгорит-
мов на основе ГСП показала значительную устойчи-
вость к указанным видам негативных воздействий. 

Предложенные алгоритмы на основе ГСП обеспе-
чивают минимальные искажения контейнеров по 
сравнению со всеми выбранными для сравнения сте-
гоалгоритмами. В блочной модификации алгоритмы 
на основе ГСП превосходят выбранные для сравнения 
алгоритмы (за исключением DCT-DWT-SVD-2) по ус-
тойчивости скрытых данных к НВ типа импульсного и 
аддитивного гауссовского шума, повышения резкости, 
низкочастотной фильтрации и JPEG-компрессии. Сто-
ит отметить, что оказавшийся более робастным алго-
ритм DCT-DWT-SVD-2 является «неслепым», т.е. 
требует наличия исходного незаполенного контейне-
ра для извлечения ЦВЗ, что существенно ограничива-
ет его применимость в реальных приложениях. 

На практике исследованные алгоритмы на основе 
ГСП с учётом своей специфики могут быть достаточно 
эффективно использованы для создания полухрупких 

ЦВЗ и скрытного встраивания небольших объемов 
маркирующих данных в подвижные или статичные 
изображения высокого качества, обеспечивая мини-
мальный уровень их визуальных искажений и сравни-
тельно высокую достоверность восстановления. 

Дальнейшее развитие предлагаемых алгоритмов 
может осуществляться в плане повышения их устой-
чивости на основе модификации по аналогичной схе-
ме не только различных участков высокочастотных 
составляющих, но и среднечастотных составляющих, 
получаемых при выполнении гетероассоциативного 
преобразования фрагментов контейнера. 
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DIGITAL WATERMARKING METHOD BASED ON HETEROASSOCIATIVE IMAGE COMPRESSION 
AND ITS REALIZATION WITH ARTIFICIAL NEURAL NETWORKS 

A.A. Sirota 1, M.A. Dryuchenko 1, E.Yu. Mitrofanova 1 
1 Voronezh State University, Voronezh, Russia 

Abstract 
In this paper, we present a digital watermarking method and associated algorithms that use a het-

eroassociative compressive transformation to embed a digital watermark bit sequence into blocks (frag-
ments) of container images. A principal feature of the proposed method is the use of the heteroassocia-
tive compressing transformation – a mutual mapping with the compression of two neighboring image 
regions of an arbitrary shape. We also present the results of our experiments, namely the dependencies 
of quality indicators of thus created digital watermarks, which show the container distortion level, and 
the probability of digital watermark extraction error. In the final section, we analyze the performance of 
the proposed digital watermarking algorithms under various distortions and transformations aimed at 
destroying the hidden data, and compare these algorithms with the existing ones. 

Keywords: data compression, image processing, neural networks, steganography, digital wa-
termarks. 
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ЧИСЛЕННЫЕ МЕТОДЫ И АНАЛИЗ ДАННЫХ 

ВЫЧИСЛЕНИЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЙ ФУРЬЕ–ГАЛУА  
В РЕДУЦИРОВАННЫХ БИНАРНЫХ СИСТЕМАХ СЧИСЛЕНИЯ 

В.М. Чернов 1,2 
1 Институт систем обработки изображений РАН – филиал ФНИЦ «Кристаллография и фотоника» РАН, Самара, Россия,  

2 Самарский национальный исследовательский университет имени академика С.П. Королева, Самара, Россия 

Аннотация 
В работе предлагается новый метод вычисления преобразований Фурье–Галуа (теоре-

тико-числовых преобразований), являющихся модулярным аналогом дискретного преоб-
разования Фурье. Ряд специфических проблем, связанных с вычислением преобразований 
в конечном поле, удаётся решить с помощью представления элементов этих полей в «эк-
зотических» системах счисления, являющихся редукциями канонических систем счисле-
ния И. Катаи при отображении соответствующего кольца целых квадратичного поля в по-
ле классов вычетов по простому модулю. Подробно исследуется случай бинарных реду-
цированных систем счисления. Доказывается, что такие системы счисления существуют 
для любого простого числа. 

Ключевые слова: преобразования Фурье–Галуа, конечные поля, канонические и ре-
дуцированные системы счисления. 

Цитирование: Чернов, В.М. Вычисление преобразований Фурье–Галуа в редуцирован-
ных бинарных системах счисления / В.М. Чернов // Компьютерная оптика. – 2018. – Т. 42, 
№ 3. – С. 495-500. – DOI: 10.18287/2412-6179-2018-42-3-495-500. 

Введение 
Основной объект исследования работы – преобра-

зования Фурье–Галуа (синонимы: теоретико-число-
вые преобразования, ТЧП) [1, 2], являющиеся моду-
лярной версией дискретного преобразования Фурье в 
конечном поле (mod p): 

1
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ˆ( ) ( ) ,
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x m x n
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= ω
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Считалось, что такие преобразования были введе-
ны в [3] в 1972, пока не было обнаружено, что такое 
преобразование было использовано Штрассеном и 
Шёнхаге в работе по умножению больших целых чи-
сел [4] в 1966 году (заметим, что их приоритет иногда 
оспаривается также с упоминанием работ Фараджие-
ва и Цыпкина 1965-1966 гг. См., например, [5]). 

Преобразования (1) обладают рядом полезных 
свойств, главное из которых – отсутствие вычисли-
тельной погрешности, что, например, для задач, воз-
никающих в криптографии, является принципиаль-
ным. Пик популярности исследований ТЧП прихо-
дился на 90-е годы, причём эти исследования не ог-
раничивались только теоретическими. Наряду с ними 
проводились и аппаратные разработки [6]. 

Следует отметить, что, в отличие от традиционно-
го «комплексного» дискретного преобразования Фу-
рье (ДПФ), его модулярная версия (1) обладает рядом 
специфических недостатков, затрудняющих его вы-
числение: 

• операции (mod p) не являются «элементарны-
ми» компьютерными операциями; 

• длина преобразования и простое число p свя-
заны соотношением делимости N | (p – 1);  

• зачастую делители числа (p – 1) таковы, что вы-
числение (1) исключает дополнительную алго-
ритмическую поддержку за счёт применения мо-
дулярных аналогов быстрых алгоритмов ДПФ. 

В ряде случаев удаётся выбрать параметры преоб-
разования (в частности, простое число p), при кото-
рых перечисленные выше вычислительные недостат-
ки проявляются в минимальной степени. 

Наиболее известны в этом контексте простые чис-
ла Ферма p = 2B + 1, B = 2k, простые числа Мерсенна 
p = 2k – 1, по модулю которых в соответствующих ко-
нечных полях относительно просто реализуются 
арифметические операции при представлении эле-
ментов этих полей в бинарной арифметике со множе-
ством цифр Λ = {0, 1} [1, 2]. Менее известны простые 
числа Голомба [7] p = 3⋅2k + 1 и Люка p = 5⋅2k + 1, для 
которых также возможна не очень сложная реализа-
ция операций в бинарной системе счисления, и вооб-
ще для простых чисел p = 2n – 2m + 1 [5]. Естественно, 
что для этих чисел наиболее эффективная реализация 
в двоичной {0,1}-арифметике будет при ω ≡ 2(mod p), 
когда умножения на степени ω сводятся к регистро-
вым сдвигам. 

Замечание. К сожалению, достаточно общие ут-
верждения о мультипликативных порядках элементов 
ω ≡ 2(mod p), то есть о возможных длинах преобразо-
вания (1), известны только в простейших случаях. В 
общем случае эта задача сводится к вычислительно 
сложной задаче дискретного логарифмирования. 

Рассмотрение в преобразовании (1) вместо простых 
p составных модулей mod m добавляет к отмеченным 
трудностям необходимость учёта возможных делите-
лей нуля фактор-кольца Z /mZ. Эта проблема решается, 
как правило, с помощью распараллеливания вычисле-
ний по модулям, равным делителям числа m. 
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В работах [8 – 10] идея распараллеливания реали-
зуется также в сочетании с представлением элементов 
кольца Z /mZ в подходящей системе счисления.  

Необходимые теоретические сведения 
и обозначения 

Пусть ( )dZ  – кольцо целых квадратичных чисел 

поля ( )dQ , то есть чисел ; ,z a b d a b= + ∈Q  с ус-
ловиями: 

2 2Norm( ) , ( ) 2 .z a b d Tr z a= − ∈ = ∈Z Z   

Как известно [13], 
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Согласно [14], элемент ( )dα∈Z  называется 

основанием канонической системы счисления в 
( )dZ , если любой элемент z этого кольца предста-

вим в виде  
( ))

0
, .

k z
k

k k
k

z z z
=

= α ∈Λ∑   (2) 

Числа zk, допуская некоторую методологическую 
вольность, будем называть цифрами, множество Λ – 
цифровым алфавитом, а пару (α, Λ) – системой счис-
ления в кольце ( ).dZ  Если  

{ }0, 1, ..., Norm ( ) 1 ,Λ = α −  (3) 

то система счисления называется канонической сис-
темой счисления. Исчерпывающее описание канони-
ческих систем счисления для мнимых квадратичных 
полей получено в [13]. 

В работе [14] было предложено обобщение поня-
тия канонической системы счисления: допускался 
цифровой алфавит Λ, являющийся конечным под-
множеством  множества ( ).dZ  Такие системы счис-
ления, следуя [14], будем называть квазиканониче-
скими системами счисления. 

Как легко следует из ограничений классификаци-
онных теорем работы [13], бинарные канонические 
системы счисления существуют только в кольцах 

( ), ( 2), ( 7).i i iZ Z Z  (4) 

В [14] показано, что в этих кольцах и только в них 
существуют и квазиканонические системы счисления. 
Определить цифры zk разложения (2) можно с помо-
щью рекуррентного процесса [15], [10], но для рас-
сматриваемых колец ( )dZ  лучше воспользоваться 
алгоритмом деления по норме на элемент α [12]. Та-
кой алгоритм реализуем лишь для пяти значений 
d ≤ 0, а именно: d = –1, –2, –3, –7, –11, то есть и для 
рассматриваемых колец (4). 

Пусть далее для данного простого p число d явля-
ется квадратичным вычетом (mod p) [17], то есть су-
ществуют решения сравнения 

2 (mod )y d p≡ . (5)  

Пусть η – одно из решений сравнения (5), рас-
смотрим гомоморфизм  

: (mod ) ,z a b d a b pϕ = + + η   (6) 

так как элемент в правой части (6) принадлежит ко-
нечному полю Fp, то есть ϕ – отображение 

( ) .pd →Z F  
Отображение ϕ редукция (mod p), очевидным об-

разом индуцирует преобразование представления (1) 
с новыми параметрами: цифрами ϕ (zk) и основанием 
ϕ (α) = g. Такие представления будем называть пред-
ставлениями в редуцированных системах счисления. 

В настоящей работе рассматриваются только би-
нарные редуцированные системы счисления (то есть с 
двухэлементными цифровыми множествами Λ). 

Свяжем с элементом кольца Fp его код – вектор 
цифр: 

( )0 1 2
0 1 2 0 1 2... , , , ... .g g gξ = ξ + ξ + ξ + ↔ ξ ξ ξ  (7) 

Операции над представлениями элементов (2) ин-
дуцируют соответствующие им правила преобразова-
ний кодов. Отметим, что при такой интерпретации 
цифры ξk при реализации операций играют не роль 
чисел, а являются исключительно «идентификатора-
ми состояния соответствующего триггера». 

Конечные поля, для которых существуют 
бинарные редуцированные системы счисления 
Рассмотрим подробнее те из колец целых квадра-

тичных чисел ( ),dZ  для которых выполняются ус-
ловия: 

(a) число (d) является квадратичным вычетом 
(mod p), 

(b) в кольце ( )dZ  существуют бинарные ква-
зиканонические системы счисления. 

Колец ( )dZ  с условием (b) немного: ( ),iZ  

( 2),iZ  ( 7).iZ  Исследуем, при каких простых p каж-
дое из перечисленных колец удовлетворяет условию (a). 

Случай поля Zp(i) ≅ Fp. Как следует из работы [13] 
о канонических системах счисления в мнимых квад-
ратичных полях и её обобщений [16] на «квази-
канонические» системы счисления, в кольце целых 
элементов Z(i) существуют ровно 8 бинарных «ква-
зиканонических» систем счисления, а именно систе-
мы счисления с основаниями α = α± = –1 ± i  и множе-
ствами Λ цифр 

{ } { } { } { }0, 1 , 0, , 0, 1 , 0, .i i− −  

В табл. 1 указаны правила инверсии знака, пере-
носа в старший разряд(ы) для четырех из восьми би-
нарных систем счисления. 
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Табл. 1. Арифметические операции в квазиканонических 
системах счисления кольца целых квадратичных Z(i) 
Система 

счисления { },α Λ  
Преобразование выражений,  
возникающих при реализации  
арифметических операций 

1 iα=− + , 

{ }0, iΛ =  

2

4 3 2

3 2

,
,

2

i i i
i i i i i
i i i

= α +

− = α + α + α +

= α + α

 

1 iα=− + , 

{ }0, 1Λ = −  

( )

( ) ( )

2

4 3 2

3 2

1 1

( 1) ( 1) ( 1) ( 1),
2 1 1

− = =

= − α + − α + − α + −

− = − α + − α

 

1 iα=− + , 

{ }0, iΛ = −  

( )
( ) ( ) ( )

2

2

1

,

i

i i i

− = − =

= − α + − α + −
 

( ) ( )
( ) ( )

4 3

2 ,

i i i

i i

= − α + − α +

+ − α + −
 

( ) ( )3 22i i i= − α + − α  

1 iα=− + , 

{ }0,1Λ =  

21 1,=  
4 3 21 1 1 1 1,− = ⋅α + ⋅α + ⋅α +

3 22 1 1= ⋅α + ⋅α  

От редуцированного (mod p) кольца Zp(i) потребу-
ем, чтобы элемент (–1) являлся квадратичным вычетом 
(mod p). Хорошо известно (например, [17]), что это ус-
ловие выполняется для всех простых чисел вида 
p = 4k + 1 (так называемых «пифагоровых простых»): 

5, 13, 17, 29, 37, 41, 53, 61, 73, 89, 97, 101, 109, …  , 

то есть членов последовательности А00144 по клас-
сификации [18]. 

В этом случае «редуцированная» (mod p) табл. 1 
получается формальной заменой основания системы 
счисления и «цифр» на соответствующие элементы, а 
именно образы при каноническом отображении редук-
ции Z(i) → Zp(i) («приведение (mod p)»). 

Пример 1. Пусть p = 13, η – решение сравнения 
η2 ≡ –1 ≡ p – 1(mod p). 

В рассматриваемом случае указанное сравнение 
имеет два решения η+ ≡ 5, η– ≡ 8(mod 13). 

Далее, при  
5(mod 13), {0, } {0,5},

1 1 5 4(mod13).
i

i
η ≡ Λ = =
α = − + ≡ − + =

 

соответствующие соотношения правого столбца таб-
л. 1 примут вид: 

( )
2 1 0

4 3 2 0

3 2

5 5 4 5 4
8 5 4 5 4 5 4 5 4 mod13 .

2 5 5 4 5 4

⎫≡ ⋅ + ⋅
⎪

≡ ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ ⎬
⎪⋅ ≡ ⋅ + ⋅ ⎭

 (8) 

Отметим, что в соотношениях (8) коэффициенты 
5 ≡ i (mod 13) при реализации операций играют не 
роль чисел, а являются исключительно идентифика-
торами состояния соответствующего триггера. 

Так как возможная длина N преобразования (1) 
связана c (mod p) соотношением делимости N | (p – 1), 
то для p = 13 возможные длины преобразований 
N = 2, 3, 4, 6, 12, причём элемент α ≡ 4 имеет мультип-
ликативный порядок, равный 12. 

Заметим, что в отличие от классических систем 
счисления в кольце целых рациональных чисел Z 
один и тот же элемент кольца классов вычетов 
(mod p) может иметь несколько (бинарных) представ-
лений в системе счисления с основанием α. 

Пример 2. Пусть 

( )
( ) { }

5, 2 mod5 ,

1 2 mod5 , 0,1 .

p i

i

= ≡

α = − − ≡ Λ =
 

Свяжем с элементом кольца Sp(i) его код – вектор 
цифр: 

( )0 1 2
0 1 2 0 1 2... , , ,... .x x x x x x x= α + α + α + ↔   

Тогда при выбранных выше параметрах имеем: 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
( )
( )

0 0,0,0 1,0,1 ,

1 1,0,0, 0,1,1 ,

2 0,1,0 1,1,1 ,

3 1,1,0 ,

4 0,0,1 .

↔ ↔

↔ ↔

↔ ↔

↔

↔

 

Случай поля ( 2) .p pi ≅Z F  Как показано в работе 

[14], в кольце целых квадратичных чисел ( 2)iZ  су-
ществуют ровно четыре бинарные квазиканонические 
системы счисления: системы счисления с основаниями 

2iα = ±  и множествами цифр Λ+ = {0,1}, Λ–{0,–1}. 
Так как требуется, чтобы в редуцированном 

(mod p) кольце элемент (–2) был квадратичным выче-
том (mod p), то, вычисляя символ Лежандра [17], 

( )
2 11

822 1 2 ( 1) 1 ,
pp

p p p

−−⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞− −
= = − ⋅ −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
  

нетрудно убедиться, правая часть последнего равен-
ства равна (+1) при всех простых p с условием 

( )2 4 5 0 mod16 ,p p+ − ≡   

что, очевидно, выполняется для простых вида p = 8k + 1 
или p = 8k + 3, k∈Z, то есть для простых чисел – членов 
последовательности A004625 и членов последователь-
ности A007520 по классификации энциклопедии [18]. 

Пример 3. Пусть p = 11, η – решение сравнения 
η2 ≡ –2 ≡ p – 2(mod p). 

В рассматриваемом случае указанное сравнение 
имеет два решения η+ ≡ 3, η– ≡ 8(mod 11). 

Далее, при 

( ) { }
( )

3 mod11 , 0,1 ,

2 3 mod11i

η ≡ Λ =

α = ≡
  

соответствующие соотношения правого столбца таб-
л. 2 примут вид: 
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( )
2

2

4 2

10 1
1 10 1 1 mod11 .

2 1 1 1 81 1 9

⎫≡
⎪

− ≡ ≡ ⋅α + ⎬
⎪≡ ⋅α + ⋅α ≡ ⋅ + ⋅ ⎭

 (9) 

Табл. 2. Арифметические операции в квазиканонических 
системах счисления кольца целых квадратичных ( 2)iZ  

Система 
счисления { },α Λ  

Преобразование выражений, 
возникающих при реализации 
арифметических операций 

{ }{ }2, 0,1i  

21 1,=  
21 1 1,− = ⋅α +  

4 22 1 1= ⋅α + ⋅α  

{ }{ }2, 0, 1i −  
( )21 1,− =  

21 ( 1) ( 1) ,= − ⋅α + −  
22 ( 1)= − ⋅α  

Случай поля ( 7) .p pi ≅Z F  Так как (–7) ≡ 1(mod 4), то  

( ) 77 ; , ; (mod 2) .
2

a bii a b a b
⎧ ⎫+⎪ ⎪= ∈ ≡⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

Z Z  

Тем не менее, для определения множества про-
стых, для которых существуют редуцированные би-
нарные системы счисления, удовлетворяющие требо-
ванию (a), определим простые, для которых число (–7) 
является квадратичным вычетом (mod p). 

Вычисляя символ Лежандра с использованием 
квадратичного закона взаимности, имеем 

( )( )( )

1
2

11 7 1
2 22

7 1 2 7( 1)

( 1) 1 .
7 7

p

pp

p p p p

p p

−

−− −

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞− −
= = − ⋅ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

Нетрудно видеть, что квадратичными вычетами 
(mod 7) являются элементы 1,2,4(mod 7). 

Таким образом, при p ≡ 1,2,4(mod 7) справедливо 
соотношение ( 7)p pi ≅Z F  и в поле pF  существуют 
бинарные системы счисления – редукции (mod p) ква-
зиканонических систем счисления в ( 7)iZ . 

Табл. 3. Арифметические операции в квазиканонических 
системах счисления кольца целых квадратичных ( 7)iZ  

Система счисления 
{ },α Λ  

Преобразование выражений, 
возникающих при реализации 
арифметических операций 

{ }1 7 , 0,1
2
i⎧ ⎫− ±⎪ ⎪

⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

 

21 1,=  
21 1 1 1− = ⋅α + ⋅α +  

32 1 1= ⋅α + ⋅α  

{ }1 7 , 0, 1
2
i⎧ ⎫− ±⎪ ⎪−⎨ ⎬

⎪ ⎪⎩ ⎭
 

( ) ( )32 1 1 ,= − α + − α

( ) ( ) ( )21 1 1 1= − α + − α + −  

Пример 4. Пусть p = 11, η – решение сравнения 
η2 ≡ –7 ≡ p – 7(mod p).  

В рассматриваемом случае указанное сравнение 
имеет два решения η+ ≡ 2, η– ≡ 9(mod 11). Далее, при 

( ) { } ( )
( ) ( )

1

1

2 mod11 , 0,1 , 2 6 mod11 ,

2 1 7 7 mod11 ,i

−

−

η ≡ Λ = ≡

α = − − ≡
 

соответствующие соотношения правого столбца табл. 3 
примут вид: 

3 3

2 2 0

2 1 1 1 6 1 6
(mod11).

1 1 1 1 1 6 1 6 1 6

⎫= ⋅α + ⋅α ≡ ⋅ + ⋅ ⎪
⎬

− = ⋅α + ⋅α + ≡ ⋅ + ⋅ + ⋅ ⎪⎭
 

Таким образом, суммируя полученные результаты 
о полях ( ) при 1, 2, 7,p i d d =Z  получаем основное 
утверждение работы. 

Утверждение. Для любого простого p существует 
по крайней мере одна из бинарных редуцированных 
систем счисления в Z p. 

Заключение 
Отметим, что сфера приложения рассматриваемо-

го подхода, по мнению автора, не ограничивается 
приложениями к вычислению теоретико-числовых 
преобразований для их последующего использования 
в алгоритмах умножения больших целых чисел, при 
решении криптографических задач и т.п.  

Действительно, реальные вычисления при чис-
ленном решении любой прикладной задачи произво-
дятся не над полями действительных или комплекс-
ных чисел, а над некоторым множеством их рацио-
нальных аппроксимаций, причем происхождение об-
рабатываемых данных и возможности используемых 
вычислительных средств выделяют во множестве ра-
циональных чисел конечное подмножество – некую 
«рабочую зону». После соответствующего масштаби-
рования элементы этого множества можно считать 
целыми числами и, более того, вычетами по доста-
точно большому модулю [19]. 

Таким образом, рассмотренные «экзотические» сис-
темы счисления – бинарные редуцированные системы 
счисления в определенной мере представляют альтерна-
тиву традиционной «битовой» системе счисления. 

Отметим также, что разработанная методика при-
менима не только для построения бинарных редуци-
рованных систем. Вопрос о целесообразности таких 
исследований с ориентацией на приложения зависит 
от характеристик существующих или перспективных 
вычислительных устройств.  

По крайней мере, представляются интересными и 
реалистичными исследования тернарных редуциро-
ванных систем счисления, например, с «уравнове-
шенным» цифровым алфавитом Λ = {–1, 0, 1}, или ка-
ких-либо иных с возможностью простых реализаций 
базовых арифметических операций.  
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CALCULATION OF FOURIER-GALOIS TRANSFORMS IN REDUCED BINARY NUMBER SYSTEMS 
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Abstract 
The paper proposes a new method for calculating Fourier-Galois transforms (number-

theoretical transforms), which are a modular analog of the discrete Fourier transform. A number of 
specific problems related to the calculation of transforms in a finite field can be solved by repre-
senting the elements of these fields in “exotic” number systems, which are reductions of the ca-
nonical number systems proposed by I. Katai when mapping the corresponding ring of an integer 
quadratic field into a field of the prime residue classes modulo. The case of binary reduced number 
systems is studied in detail. It is proved that such number systems exist for any prime number. 
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Аннотация 
Предложены новые условные меры сложности и информативности, а также взаимной 

информативности изображений. Предложенные оценки сложности и информативности от-
личаются от ранее известных тем, что зависят не только от площадей областей разбиения 
кадра, но и от их формы. Для этого мозаичные модели формы изображений, характерные 
для морфологии Пытьева, используются совместно с фигурными картами толщин, рассмат-
ривавшихся ранее лишь в рамках математической морфологии Серра. В статье исследованы 
математические свойства морфологических карт толщин и соответствующих им оценок 
морфологической сложности и информативности в зависимости от свойств используемых 
наборов структурирующих элементов. Приведены качественные примеры вычисления всех 
предложенных характеристик формы, а также численные результаты экспериментов по 
оценке и сравнению сложности форм на открытой базе изображений Kimia99. 

Ключевые слова: математическая морфология, сложность форм, информативность форм. 
Цитирование: Брянский, С.А. Условные морфологические меры сложности и инфор-

мативности изображений / С.А. Брянский, Ю.В. Визильтер // Компьютерная оптика. – 
2018. – Т. 42, № 3. – С. 501-509. – DOI: 10.18287/2412-6179-2018-42-3-501-509.  

Введение 
В морфологии Пытьева [1] понятие «морфологи-

ческой сложности» мозаичной формы изображения 
традиционно вводится следующим образом. 

Пусть изображение представляет собой непре-
рывно определенную двумерную функцию распреде-
ления яркости на кадре 

2( , ) : , ,f x y R RΩ→ Ω⊂  (1) 

где Ω – область кадра ограниченного размера, R – 
множество действительных чисел, R2 – плоскость 
кадра. Кадр будем считать прямоугольным, хотя в 
общем случае форма кадра может быть произволь-
ной. Такие изображения являются элементами гиль-
бертова пространства L2(Ω) со скалярным произведе-
нием (f, g), нормой || f || и евклидовым расстоянием 
dE( f, g) = || f – g ||. 

Пусть теперь мозаичное изображение представля-
ет собой кусочно-постоянную функцию вида 

1...
( , ) ( , )ii n Fi

f x y f x y
=

= χ∑ , (2) 

где n – число областей разбиения F кадра Ω на связ-
ные непересекающиеся области постоянной яркости, 
F = {F1, ..., Fn}, f = ( f1, ..., fn) – вектор действительных 
значений яркости, соответствующих каждой области 
разбиения; χFi

 (x, y)∈{0, 1} – характеристическая 
функция i-й области яркости: 

1, ( , ) ,
( , )

0, ( , ) .
i

Fi
i

x y F
x y

x y F
∈⎧

χ = ⎨ ∉⎩
 (3) 

Множество изображений одной формы разбиения 
кадра F в таком случае образовывает выпуклое и 
замкнутое подпространство F⊆L2(Ω): 

1...
{ ( , ) ( , ), }.n

i Fii n
F f x y f x y f R

=
= = χ ∈∑  (4) 

В рамках данной работы мы будем говорить о пыть-
евских разбиениях кадра как о мозаичных формах. Лег-
ко убедиться, что пытьевские формы образуют алгеб-
раическую структуру типа «решетка», в которой для 
любых двух форм F и G можно указать форму более 
сложную F ∧ G и менее сложную F ∨ G. Более сложные 
формы получаются из менее сложных разбиением, а 
менее сложные из более сложных – слиянием областей. 
Форма F ∧ G содержит набор областей, образующихся 
попарным пересечением исходных форм F и G. Форма 
F ∨ G – это такая форма, которая является наиболее 
сложной среди всех форм, являющихся более простыми 
как по отношению к F, так и по отношению к G. При 
этом образуется множество монотонно вложенных друг 
в друга пытьевских форм (классов изображений), полу-
чаемых последовательным разбиением исходной формы 
(или, напротив, последовательным слиянием областей 
базовой формы). 

Как видно, введенное таким образом отношение 
«более сложный по форме» (записывается 
F ≥ G ⇔ F = F ∧ G ⇔ F ⊇ G) является отношением не 
полного, а частичного порядка – большинство форм 
являются несравнимыми по сложности. В связи с 
этим в работе [10] был предложен способ распро-
странения морфологического отношения «более 
сложный по форме» на множество всех пытьевских 
форм, причем формируется не только бинарное от-
ношение, но и мера сложности. Мерой сложности об-
раза было предложено называть любую такую неот-
рицательную функцию от некоторого дескриптора 
формы образа, которая монотонно увеличивается при 
таких последовательных трансформациях образа, при 
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которых число его элементов увеличивается. В част-
ности, ранее было показано, что для мозаичных форм 
изображений, описываемых разбиением F кадра Ω 
площади S на непересекающиеся связные области Fi с 
соответствующими площадями Si, подобной мерой 
сложности является: 

1

2

1

( ) (1 )

1 , , 1... .

n

H i i
i

n
i

i i
i

F p p

S
p p i n

S

=

=

μ = ⋅ − =

= − = =

∑

∑
 (5) 

Заметим, что количество информации по Шенно-
ну (информативность) 

( ) logi i
i

I F p p= − ⋅∑  (6) 

также является мерой сложности мозаичной формы в 
указанном смысле. 

Такое определение мер сложности и информативно-
сти полностью согласовано с морфологией Пытьева, 
однако не вполне согласовано с интуитивным представ-
лением о сложности мозаичных форм, поскольку эти 
функции зависят лишь от площадей областей мозаич-
ной формы, но не от формы областей, которая также 
может быть более или менее сложной. Рассмотрим про-
стые примеры мозаичных форм на дискретном кадре 
размера 6×6, показанные на рис. 1. Дискретные изобра-
жения будем рассматривать как частный случай непре-
рывных, таких, что каждому пикселу дискретного изо-
бражения соответствует квадратная область единичного 
размера на непрерывном изображении. Заметим, что 
интуитивно кажется, что форма A, содержащая 2 облас-
ти равной площади, существенно проще не только по 
сравнению с формой В, содержащей больше областей 
меньшей площади, но и по сравнению с формой Б, со-
держащей такое же количество областей той же площа-
ди, что и A (2 области площадью полкадра). При этом 
впечатление большей сложности формы Б возникает, 
очевидно, не за счет изменения количества или разли-
чий в размерах (площади) областей, а за счет их слож-
ной формы: визуально форма Б, состоящая из узких по-
лос, ближе по сложности к форме В, также состоящей из 
узких полос, чем к форме A, состоящей из широких по-
лос. Этот простой пример показывает, что учет только 
распределения площадей областей разбиения недоста-
точен для оценки сложности мозаичной формы. 

а)  б)  в)  
Рис. 1. Примеры мозаичных форм различной сложности: 

2 области простой формы (а); 2 области сложной формы 
(«спираль») (б); 6 простых областей, схожих  

с формой «спираль» (в) 
Чтобы преодолеть этот недостаток, в данной рабо-

те предлагается объединить аппарат мозаичных мо-
делей формы Пытьева с аппаратом карт толщин, ра-

нее рассматривавшийся лишь в рамках математиче-
ских морфологий типа Серра [2]. Карты толщин 
ранее были рассмотрены, в частности, в работе [3], 
где они использовались в качестве вспомогательного 
инструмента для построения морфологических спек-
тров, впервые предложенных Марагосом [4] и затем 
обобщенных в работе [5]. 

1. Условные меры сложности  
и информативности 

Пусть задан некий набор структурирующих эле-
ментов (связных бинарных фигур, СЭ) B, упорядо-
ченных по размеру (площади), которые называются 
множеством элементов покрытия. Тогда картой тол-
щин бинарной фигуры H относительно B называется 
такая функция τH, B (x, y), которая каждой точке фигу-
ры ставит в соответствие площадь максимального по-
крывающего ее элемента из B, целиком вписанного в 
фигуру H. Соответственно, картой толщин мозаичной 
формы F = {F1

 ... Fn} относительно B называется такая 
функция τF, B (x, y), которая каждой точке кадра (x, y) 
ставит в соответствие площадь максимального по-
крывающего ее элемента из B, целиком вписанного в 
ее область принадлежности: 

τF, B (x, y) = τFi
 , B (x, y) : (x, y) ∈ Fi

 . 
Используя мозаичную модель формы, карту тол-

щин можно описать как 

, ,1..
( , ) ( , ) ( , ).

i iF B F B Fi n
x y x y x y

=
τ = τ χ∑  (7) 

Введем понятие аморфных СЭ. Пусть аморфный 
СЭ с центром в некоторой точке кадра целиком за-
полняет связную область Fi мозаичной формы F, ко-
торой принадлежит эта точка (т.е. принимает форму и 
размер этой области Fi). Легко убедиться, что в слу-
чае, когда B представляет собой множество A аморф-
ных СЭ, τF, A (x, y) = Si, если (x, y) ∈ Fi. Отсюда: 

2 2
, 1

,

( , )d d (1 ( ))

( , )
( ) 1 mean ,

( , )d d
mean ( ( , )) ,

1d d

n
F A i Hi

F A
H

x y x y S S F

x y
F

S

f x y x y
f x y

x y

=Ω

Ω

Ω
Ω

Ω

τ = = ⋅ −μ ⇒

τ⎛ ⎞
⇒ μ = − ⎜ ⎟

⎝ ⎠

=

∑∫∫

∫∫
∫∫

 (8) 

т.е. введенная ранее мера сложности μH (F ) может ин-
терпретироваться как средняя нормированная площадь 
максимальной покрывающей фигуры из множества A 
аморфных СЭ. Обобщая эту идею, условной морфоло-
гической сложностью μH,B (F ) мозаичной формы F от-
носительно заданного набора структурирующих эле-
ментов B, предлагается называть функцию 

,
,

( , )
( ) 1 mean F B

H B

x y
F

SΩ

τ⎛ ⎞
μ = − ⎜ ⎟

⎝ ⎠
. (9) 

Для того, чтобы качественно оценить свойства 
введенной функции морфологической сложности, 
рассмотрим формы с рис. 1. Соответствующие им 
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прямоугольные карты толщин (здесь B – множество 
всех прямоугольников) показаны на рис. 2. Как вид-
но, карта прямоугольных толщин для формы B оказа-
лась строго меньше не только карты толщин для 
формы A, но и даже карты толщин для формы В, а 
значит, μH,B (Б) > μH,B (В) > μH,B (A). Интуитивно это по-
нятно – в форме B есть не только вертикальные, но и 
горизонтальные области, а также углы, отрезки раз-
ной длины, т.е. она разнообразнее, а значит, сложнее. 
Таким образом, мы убедились, что на качественном 
уровне введенное понятие морфологической сложно-
сти форм вполне соответствует интуитивным пред-
ставлениям человека. 

а)  б)  в)  
Рис. 2. Карты толщин, соответствующие  

формам с рис. 1 

Важным частным случаем такой условной меры 
сложности является случай, когда B = D – множество 
дисковых структурирующих элементов произвольно-
го размера. В этом случае мера сложности мозаичной 
формы будет инвариантна к повороту и масштабиро-
ванию изображения. Кроме того, такая карта толщин, 
а значит, и мера сложности может быть быстро вы-
числена при помощи непрерывного скелета [3]. В 
других случаях могут применяться другие наборы 
СЭ, например, эллиптические, прямоугольные и т.п. 
При этом будут получаться различные меры услов-
ной сложности, характеризующие не только распре-
деление размеров, но и распределение локальных 
форм мозаичных областей. 

Аналогично легко заметить, что: 

,

( ) log

( , )1 log d d .

i i
i

F A

I F p p

x y
x y

S SΩ

= − ⋅ =

τ⎛ ⎞⎛ ⎞= − ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑

∫∫
 (10) 

Откуда 

, ( , )
( ) mean log .F A

A

x y
I F

SΩ

⎛ τ ⎞⎛ ⎞
= − ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

 (11) 

Соответственно, условной морфологической ин-
формативностью IB (F ) мозаичной формы F относи-
тельно заданного набора структурирующих элементов 
B предлагается называть минус средний логарифм 
нормированной площади максимального покрываю-
щего СЭ из данного множества: 

, ( , )
( ) mean log .F B

B

x y
I F

SΩ

⎛ τ ⎞⎛ ⎞
= − ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

 (12) 

Такая условная информативность характеризует 
распределение информации не только по размерам, но 
и по формам локальных областей мозаичной формы. 

Необходимо отметить, что предложенные обоб-
щения мер сложности и информативности будут яв-
ляться полностью корректными лишь в тех случаях, 
когда они удовлетворяют введенному ранее условию: 
они должны монотонно увеличиваться при таких по-
следовательных трансформациях образа, при которых 
число его элементов увеличивается. Для мозаичных 
форм это означает, что при любом разбиении любой 
области мозаичной формы на две подобласти введен-
ные функции μH, B (F ) и IB (F ) должны увеличиваться 
(отсюда автоматически следует, что при любом слия-
нии двух соседних областей формы в одну эти функ-
ции должны уменьшаться). В исходных выражениях 
(т.е. при B = A, для множества аморфных СЭ) выпол-
нение этого условия очевидно, т.к. при разбиении 
любой области мозаичного покрытия на две части 
средний размер области строго уменьшается. Однако 
обобщенные выражения монотонно зависят от, вооб-
ще говоря, произвольной функции τF, B (x, y), и, следо-
вательно, их свойства зависят от свойств данной 
функции, а именно: функции μH, B (F ) и IB (F ) увеличи-
ваются, если τF, B (x, y) убывает, и убывают, если 
τF, B (x, y) возрастает. В связи с этим исследуем пове-
дение карты толщин при разбиении областей мозаич-
ной формы. 

Докажем сначала более слабое свойство. 
Утверждение 1. При любом заданном множестве 

структурирующих элементов B, карта толщин моза-
ичной формы F не возрастает при разбиении областей 
формы: F ≥ G ⇒ τF, B (x, y) ≤ τG, B (x, y). 

Доказательство. Фиксируем некоторую точку 
(x, y) и рассмотрим множества всех покрывающих ее 
элементов из B, целиком вписанных в ее область при-
надлежности в формах F и G соответственно. По-
скольку область принадлежности любой точки в бо-
лее сложной (по Пытьеву) форме F всегда целиком 
принадлежит области принадлежности в менее слож-
ной форме G, то, соответственно, и множество впи-
санных СЭ такой области из F целиком принадлежит 
множеству вписанных СЭ содержащей ее области из 
G. Отсюда следует, что ни одного нового вписанного 
СЭ, покрывающего рассматриваемую точку в F по 
сравнению с G, появиться не может. А, значит, при 
переходе от G к F максимальный размер покрываю-
щего СЭ в данной точке не может увеличиться, по-
скольку в F не появится новый максимальный покры-
вающий вписанный СЭ, больший, чем в G. Поскольку 
такое рассуждение справедливо для всех точек карты 
толщин, можно заключить, что при любых последо-
вательных разбиениях мозаичной формы значения 
карты толщин монотонно не возрастают. 

Отсюда следует, что справедливо следующее ут-
верждение: 

Следствие 1. При любом заданном множестве 
структурирующих элементов B, функции μH, B (F ) и 
IB (F ) не убывают при разбиении областей мозаичной 
формы: F ≥ G ⇒ μH, B (F ) ≥ μH, B (G ), IB (F ) ≥ IB (G ). 

Однако для точного соответствия ранее введен-
ным определениям этого недостаточно. Необходимо, 
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чтобы эти функции строго возрастали при разбиениях 
областей формы, а для этого необходимо, чтобы и 
карты толщин удовлетворяли следующему более 
сильному свойству – они должны строго убывать при 
разбиениях кадра: 

, ,

, ,

, ,

( : , )
( , ) ( , )

( , ) : ( , ) ( , ) ;
( , ) : ( , ) ( , ).

F B G B

F B G B

F B G B

F G F G F G
x y x y

x y x y x y
x y x y x y

> ≥ ≠ ⇒
⇒ τ < τ ⇔

⇔∀ τ ≤ τ

∃ τ < τ

 (13) 

К сожалению, для СЭ произвольной формы это ус-
ловие не выполняется. Рис. 1 демонстрирует пример 
разбиения фигуры (области) прямоугольной формы, 
при котором размер максимального покрывающего 
элемента квадратной формы остается неизменным. 
Как показано на рис. 3 вверху, можно указать такие 
точки исходной области (фигуры), для которых разрез 
пересекает максимальные покрывающие СЭ. Однако, 
как показано на рис. 3 ниже, при этом все равно можно 
найти другие покрывающие СЭ того же размера, что и 
прежний максимальный СЭ, не затронутые разрезом. 
Нижний рисунок на рис. 3 показывает, что в данном 
случае вся карта толщин после разреза останется не-
изменной, поскольку вновь образовавшиеся области 
можно целиком покрыть объединением оставшихся 
прежних максимальных СЭ, не затронутых разрезом 
(не пересекающихся с линией разреза). 

 
Рис. 3. Пример разбиения фигуры (области)  
прямоугольной формы, при котором размер  

максимального покрывающего элемента квадратной 
формы остается неизменным во всех точках кадра 
Однако, как показано на рис. 4, в случае строго 

выпуклых, в частности, дисковых СЭ, ситуация меня-
ется (строго выпуклые фигуры – это такие выпуклые 
фигуры, границы которых не содержат прямолиней-
ных отрезков). Теперь можно указать точки, в кото-
рых после разреза более не существует ни одного по-
крывающего СЭ прежнего размера. На рис. 4 снизу 
темным показано объединение всех исходных макси-
мальных СЭ, не затронутых разрезом – в этих точках 
значение карты толщин после разреза не меняется. Во 
всех остальных точках (помечены белым цветом) 
значение карты толщин после размера строго умень-
шается, т.е. вся карта толщин как единая функция на 

кадре в данном примере строго убывает вследствие 
произведенного разреза. 

Естественно, одного примера и общего качествен-
ного рассуждения недостаточно для доказательства 
желательного свойства дисковой карты толщин. Ниже 
приведено строгое доказательство этого утверждения. 

 
Рис. 4. Пример разбиения фигуры (области) прямоугольной 
формы, при котором размер максимального покрывающего 
элемента дисковой формы уменьшается (во всех точках, 
помеченных светлой областью на нижнем рисунке) 
Утверждение 2. При использовании множества 

структурирующих элементов D дисковой формы дис-
ковая карта толщин мозаичной формы F убывает при 
разбиении областей формы: 
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Доказательство. Первая часть данного утвержде-
ния непосредственно следует из Утверждения 1: 

, ,( , ) : ( , ) ( , ).F D G D

F G F G
x y x y x y

> ⇒ ≥ ⇒
⇒∀ τ ≤ τ

 (15) 

Для доказательства второй части утверждения не-
обходимо показать, что существует хотя бы одна точ-
ка фигуры (области), в которой после разреза значе-
ние карты толщин уменьшится. Рассмотрим макси-
мальный покрывающий диск, касающийся границы 
фигуры в некоторой точке контура P (рис. 3). Для 
любой невырожденной точки контура, где существу-
ет касательная к контуру, существует единственный 
максимальный вписанный круг, покрывающий дан-
ную точку контура. Это связано с тем, что множество 
всех вписанных дисков, покрывающих данную точку, 
представляет собой множество дисков, касающихся 
контура в данной точке, т.е. имеющих радиус, исхо-
дящий из этой точки и перпендикулярный касатель-
ной к контуру в этой точке. Назовем это семейство 
дисков касательными дисками для точки P. Все они 
упорядочены по размеру, и не существует двух каса-
тельных дисков одинакового размера. Максимальный 
из этих дисков касается границы фигуры как мини-
мум еще в одной точке. Это единственный макси-



Условные морфологические меры сложности и информативности изображений Брянский С.А., Визильтер Ю.В. 

Компьютерная оптика, 2018, том 42, №3 505 

мальный покрывающий диск для данной точки, по-
скольку все остальные касательные диски для этой 
точки меньше его по размеру. 

Предположим, что произведен разрез фигуры, 
разделяющий ее на части и при этом разрезающий 
(пересекающий) максимальный касательный диск для 
точки P. В этом случае такой диск больше не может 
быть максимальным касательным диском для P, т.к. 
он не вписывается целиком в уменьшившуюся часть 
области (фигуры), содержащую P. Новым макси-
мальным касательным диском для P станет такой ка-
сательный диск, который целиком содержится в но-
вой области принадлежности точки P и при этом ка-
сается также линии разреза. Поскольку исключенный 
(разрезанный) диск был максимальным, а все осталь-
ные касательные диски были меньшего размера, то 
после разреза значение карты толщин в точке P 
уменьшится (рис. 5). 

 
Рис. 5. Максимальный покрывающий диск (заливка), 
касающийся границы фигуры в заданной точке; 

касательная к контуру фигуры в данной точке; семейство 
покрывающих дисков, касающихся границы фигуры 

в заданной точке (пунктирные окружности); линия разреза 
фигуры, пересекающая максимальный покрывающий диск; 
новый (меньший) максимальный покрывающий диск, 

касающийся границы фигуры в данной точке,  
а также касающийся линии разреза (темная заливка) 
Но всегда ли можно утверждать, что при любом 

разрезе фигуры любой произвольной формы на ее кон-
туре обнаружится такая точка P, максимальный каса-
тельный диск которой окажется разрезан? Да, это 
можно утверждать, поскольку существует конструк-
тивный способ отыскать такую точку. Идея этого спо-
соба показана на рис. 6. Как известно, дисковым скеле-
том двумерной фигуры называется множество центров 
всех максимальных вписанных дисков. Доказано, что 
такой скелет всегда представляет собой плоский пла-
нарный граф, и существуют эффективные алгоритмы 
построения таких скелетов, в частности, для полиго-
нальных фигур произвольной формы [6]. После разре-
за скелет изменится. Теперь он будет состоять из объе-
динения скелетов двух получившихся после разреза 
фигур. При этом часть прежних максимальных впи-
санных дисков в любом случае окажется разрезан, а их 
центры будут исключены из совокупного скелета раз-
резанной фигуры. Таким образом, достаточно постро-
ить дисковые скелеты фигуры (области) до и после 
разреза, а затем определить, какие точки скелета ока-
зались из него исключены – так мы узнаем, какие мак-

симальные вписанные диски перестали быть таковы-
ми. Выберем любую такую исключенную точку ис-
ходного скелета и определим точки касания 
соответствующего максимального диска на контуре 
исходной фигуры. Это и есть искомая точка, в которой 
карта толщин после разреза строго уменьшается. 

 
Рис. 6. Исходный дисковый скелет; измененный скелет 
после разреза; точка на удаленной после разреза части 
исходного скелета; проекция этой точки на контур 
исходной фигуры; семейство касательных дисков  

к точке-проекции; новый (уменьшенный)  
максимальный касательный диск 

Таким образом, Утверждение 2 можно считать 
полностью доказанным. 

Следствие 2. При использовании множества струк-
турирующих элементов D дисковой формы функции 
μH, D (F ) и ID (F ) возрастают при разбиении областей 
мозаичной формы:  

F > G ⇒ μH, D (F ) > μH, D (G ),   ID (F ) > ID (G ). 

На самом деле изложенное выше доказательство 
справедливо не только для дисковых, но и для любых 
строго выпуклых СЭ, для которых существуют каса-
тельные семейства вписанных СЭ и скелеты обладают 
схожими свойствами (обобщенным скелетом двумер-
ной фигуры по множеству СЭ заданной формы назы-
вается множество центров всех максимальных вписан-
ных СЭ этой формы). Выпуклые СЭ многоугольной 
формы не являются строго выпуклыми, т.к. допускают 
наличие нескольких различных максимальных впи-
санных касательных СЭ в точке контура фигуры. 
Именно этим объясняется сохранение неизменной кар-
ты толщин квадратных СЭ при разрезе прямоугольни-
ка (рис. 1). Однако на практике любой полигональный 
СЭ легко преобразуется в близкий по форме строго 
выпуклый СЭ путем замены всех линейных отрезков 
контура дугами окружностей малой положительной 
кривизны с теми же конечными точками. Поэтому в 
дальнейшем мы будем считать, что B является семей-
ством (набором) строго выпуклых СЭ. Для таких на-
боров СЭ предложенные обобщения мер сложности и 
информативности полностью корректны. 
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2. Эксперименты с условными мерами  
сложности и информативности 

Для проведения численных экспериментов с пред-
ложенными мерами сложности и информативности бы-
ли использованы карты толщин на основе дискового 
структурирующего элемента. Были рассчитаны услов-
ные меры сложности и информативности для бинарных 
объектов, входящих в базу изображений Kimia99 [11].  

База Kimia99. Размеры изображения – 275×275 
пикселей. Объекты крупные, занимают не менее 50 % 
изображения, располагаются в центре изображения. 
Изображения бинарные, то есть состоят из двух об-
ластей, которые условно можно назвать объектом и 
фоном.  Мера сложности изображения представляет 
собой набор мер сложности для каждой из областей 
изображения. Следовательно, каждому изображению 
базы ставится в соответствие двумерный вектор при-
знаков («вектор информативности»), включающий 
условную меру сложности (информативности) облас-
ти объекта и области фона (в дальнейшем просто 
«объекта» и «фона»). 

Условные меры сложности 
График распределения условных мер сложности 

по классам набора изображений приведён на рис. 7. 

 
Рис. 7. Распределение условных мер сложности 

изображений базы Kimia99 по классам. По горизонтальной 
оси отложена условная мера сложности объекта,  

а по вертикальной – фона 
На рис. 7 видно, что объекты одного класса имеют 

схожие показатели мер сложности как для объекта, 
так и для фона. Отклонения объектов класса от цен-
тра класса в данном двумерном пространстве призна-
ков представлены в табл. 1. 

В табл. 2 более подробно представлены изображе-
ния двух классов из этой базы, расположенных по 
мере увеличения их сложности. Для каждого класса в 
таблице приведены изображение и длина собственно-
го вектора данного изображения. 

Как видно из приведенных выше таблиц и рис. 7, 
мера сложности объекта растет в связи с увеличением 
детализации объекта и уменьшается с уменьшением 
детализации соответственно. Также видно, что объекты 

класса «Животные», имеющие одинаковый биологиче-
ский вид, обладают и близкими мерами сложности. 

Табл. 1. Примеры отклонений объектов  
от центра класса 

Эталонное изо-
бражение 

1-е отклонение 2-е отклонение 

0,929
0,81 

 

0,897 
0,818 

 

0,931 
0,832 

0,856 
0,845 

0,799 
0,864 

 

0,86 
0,869 

0,603 
0,865 

0,529 
0,864 

 

0,668 
0,852 

0,426 
0,841 

0,361 
0,84 

 

0,441 
0,841 

0,753 
0,871 

0,695 
0,871 

 

0,793 
0,872 

0,827 
0,882 

0,76 
0,88 

 

0,858 
0,901 

0,611 
0,862 

0,581 
0,864 

 

0,714 
0,861 

0,849 
0,89 

0,75 
0,884 

 

0,883 
0,912 

0,893 
0,895 

0,878 
0,876 

 

0,912 
0,904 

Табл. 2. Примеры изображений объектов двух классов, 
отсортированных по мере увеличения их меры сложности 

8-й класс 
 «Животные» 

6-й класс  
«Самолёт» 

1,16 
 

1,163 

1,17 
 

1,179 

1,21 
 

1,189 

1,22 
 

1,194 

1,22 
 

1,203 

1,23 
 

1,209 

1,23 
 

1,224 

1,24 
 

1,226 

1,24 
 

1,236 

1,26 
 

1,244 

1,27 
 

1,244 
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Аналогично мерам сложности приведены график 
и таблицы с результатами для мер информативности. 
График распределения условных мер сложности по 
классам набора изображений приведён на рис. 8. 

 
Рис. 8. Распределение условных мер информативности 

изображений базы Kimia99 по классам. По горизонтальной 
оси отложена условная мера информативности объекта,  

а по вертикальной – фона 
Условные меры информативности 

В табл. 3 приведены изображения двух классов из 
этой базы, расположенных по мере увеличения их 
информативности. 

Табл. 3. Примеры условных мер  
информативности объектов 

Наибольшая  
информативность 

Наименьшая  
информативность 

 

2,335 
1,978 

 

2,889 
1,955 

 

1,869 
2,109 

 

2,475 
2,227 

 

0,891 
2,042 

 

1,271 
2,119 

 

0,65 
1,936 

 

0,864 
1,955 

 

1,757 
2,178 

 

2,174 
2,19 

 

1,988 
2,233 

 

2,54 
2,438 

 

1,091 
2,037 

 

1,486 
2,056 

 

1,845 
2,232 

 

2,701 
2,535 

 

2,501 
2,236 

 

2,87 
2,442 

В табл. 4 приведены примеры изображений с наи-
большими и наименьшими показателями условной 
меры информативности. В качестве показателя ус-
ловной меры считалась длина условного вектора, 

проведённого из начала координат в точку простран-
ства, характеризуемую координатами – составляю-
щими вектора информативности. 
Табл. 4. Примеры изображений объектов двух классов, 

отсортированных по мере увеличения их меры сложности 
6-й класс 

«Самолёт» 
8-й класс 

«Животные» 

2,990 
 

2,896 

3,022 
 

2,938 

3,053 
 

3,156 

3,084 
 

3,185 

3,106 
 

3,221 

3,267 
 

3,248 

3,347 
 

3,305 

3,367 
 

3,360 

3,415 
 

3,363 

3,443 
 

3,626 

3,521 
 

3,704 

Как видно из приведенных выше таблиц и рис. 8, 
мера информативности объекта растет в связи с уве-
личением детализации объекта и уменьшается с 
уменьшением детализации соответственно. В отличие 
от меры сложности самолёты, хвост которых пере-
крыт прямоугольником, в большинстве случаев име-
ют меньшую информативность, чем их неперекрытые 
изображения. Также видно, что объекты класса «Жи-
вотные», имеющие одинаковый биологический вид, 
обладают и близкими мерами информативности.  

По рис. 8 можно определить, что объекты одного 
класса, то есть имеющие схожую форму, могут 
иметь разные меры информативности, и объекты 
разной формы могу иметь схожие значения инфор-
мативности.  

Также на меру информативности влияет искрив-
ление деталей на объекте, повышение детализации 
объекта или же, наоборот, отсутствие каких-нибудь 
частей объекта. Как видно из табл. 2, именно такие 
объекты обладают наибольшими и наименьшими по-
казателями информативности в своём классе. 

Заключение 
В данной статье были введены понятия условной 

морфологической сложности и условной морфологи-



Условные морфологические меры сложности и информативности изображений Брянский С.А., Визильтер Ю.В. 

508 Компьютерная оптика, 2018, том 42, №3 

ческой информативности определяемых относитель-
но заданных наборов структурирующих элементов 
некоторой формы и вычисляемых с использованием 
соответствующих морфологических карт толщин. 
Исследованы математические свойства морфологиче-
ских карт толщин и соответствующих им оценок мор-
фологической сложности и информативности в зави-
симости от свойств используемых наборов структу-
рирующих элементов. 

Проведенные на открытой базе изображений 
Kimia99 эксперименты подтвердили, что предложен-
ные оценки морфологической информативности дей-
ствительно характеризуют степень детализации объ-
екта: чем выше детализация, тем больше значение 
информативности. Как правило, изображения объек-
тов одного типа имеют схожие показатели сложности 
и информативности. При этом, естественно, объекты 
различной формы могут иметь схожие показатели – 
мера информативности не является дескриптором 
формы, а лишь оценкой ее сложности. 
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MORPHOLOGICAL CONDITIONAL ESTIMATES OF IMAGE COMPLEXITY  
AND INFORMATION CONTENT 

S.A. Brianskiy 1, Yu.V. Vizilter 1,2 
1 Moscow Aviation Institute, Moscow, Russia, 

2 FGUP “GosNIIAS, Moscow, Russia 
Abstract 

We propose new morphological conditional estimates of image complexity and information 
content as well as morphological mutual information. These morphological estimates take into ac-
count both the number and the shape of image tessellation (mosaic) regions. We provide such a 
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region shape account via joint use of mosaic image shape models based on the morphological im-
age analysis (MIA) proposed by Yu. Pyt’ev and morphological thickness maps from the mathe-
matical morphology (MM) introduced by J. Serra. Mathematical properties of morphological 
thickness maps are explored w.r.t. properties of structured elements, and corresponding properties 
of the proposed morphological image complexity and information content are proved. Some ex-
perimental results on image shape comparison in terms of shape complexity and information are 
reported. Open access images from a Kimia99 database  are utilized for these experiments. 

Keywords: mathematical morphology, shape complexity, shape information. 
Citation: Brianskiy SA, Vizilter YuV. Morphological conditional estimates of image complexity 

and information content. Computer Optics 2018; 42(3): 501-509. DOI: 10.18287/2412-6179-2018-42-
3-501-509. 
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МЕТОДИКА АВТОМАТИЧЕСКОЙ РЕГИСТРАЦИИ 3D-ИЗМЕРЕНИЙ  
СЫПУЧИХ ОБЪЕКТОВ В ЗЕРНОХРАНИЛИЩАХ 
Н.В. Астапенко 1, К.Т. Кошеков 1, А.Н. Колесников 2 

1 Северо-Казахстанский государственный университет имени М. Козыбаева, Петропавловск, Республика Казахстан, 
2 IT company Arbonaut, Йоэнсуу, Финляндия  

Аннотация 
В данной работе предлагается методика организации автоматического бесконтактного 

получения трёхмерных координат точек поверхности, образуемой в результате заполнения 
зернохранилища. Необходимость автоматической регистрации точечных измерений по-
верхности обусловлена задачей точного измерения объёмов сыпучих материалов в области 
инвентаризации складов сырья и готовой продукции. Особенность методики заключается в 
получении и распознавании изображений поверхности, на которых искомые точки выделе-
ны световыми пятнами лазеров. Процесс распознавания тесно связан с техническими харак-
теристиками камеры и определённым порядком размещения комплекта лазерных диодов. 
Авторы рассматривают такие задачи, как определение параметров и месторасположения ре-
гистрирующих камер, определение количества и порядка размещения лазерных диодов, по-
лучение 3D-измерений по набору изображений, определение формы и порядка хранения ре-
зультатов измерения. В результате проведённых экспериментов было доказано, что пред-
ложенное решение, использующее возможности методов фотограмметрии и лазерного ска-
нирования, имеет ряд преимуществ перед существующими методами: экономичность, точ-
ность, возможность автоматизации, возможность использования в любой момент хранения 
зерна, возможность дистанционного слежения. Компьютеризация описываемых приёмов 
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Введение 
Управление запасами часто связано с измерением 

объёма. При измерении объёма сыпучих материалов в 
агропромышленном комплексе сталкиваются с про-
блемами, связанными со свойствами материалов. Как 
правило, поверхность является очень неровной, на 
ней могут быть высокие пики и глубокие провалы, 
поэтому к методам измерений предъявляются повы-
шенные требования по точности показаний объёма. 

Традиционным инструментом для определения 
объёмов сыпучих материалов является визуальный 
осмотр мест хранения и использование различных 
видов дальномеров. Основным ограничением при 
проведении работ с применением дальномеров явля-
ется зависимость от человеческого фактора, низкая 
скорость измерений и физическая невозможность де-
тальной съёмки больших объёмов материалов.  

В настоящий момент много работ отечественных 
и зарубежных исследователей посвящено автомати-
зации технологических процессов зернохранилищ 
[1 – 4], однако тема автоматизированного монито-
ринга объёма сыпучей массы до сих пор не решена. 
Похожие задачи ставятся в геодезии и маркшейде-
рии, где в последнее время некоторые исследователи 
предлагают использовать технологии фотограммет-
рии и 3D лазерного сканирования при оценке сыпу-
чих материалов [5 – 9]. Однако все фотометрические 
подходы так или иначе используют свойства проек-

тивного преобразования, выполняемого камерой. 
Поэтому эти методы будут неэффективны, если рас-
познаваемый объект не имеет чёткой формы, выра-
женных границ или сегментов и находится в закры-
том помещении, как, например, поверхность зерна в 
хранилище закрытого типа [10]. Лазерное сканиро-
вание позволяет детально, с шагом до единиц мил-
лиметров, обмерить и отразить форму бурта или по-
верхности кучи материала на складе. Однако методы 
лазерного сканирования также имеют ряд серьёзных 
недостатков [11 – 16]: 
− высокая цена систем лазерного сканирования, 

превышающая три тысячи долларов; 
− с большинством сканеров рекомендуется работать 

при температуре не ниже 0°С, что устанавливает 
некоторые ограничения на работы в зимнее время; 

− современные системы лазерного сканирования не 
имеют функций тахеометра для непосредствен-
ной привязки отдельных сканов к единой системе 
координат, поскольку сканирование с каждой 
точки стояния проводится в системе координат 
прибора; в связи с этим необходим дополнитель-
ный прибор для определения координат кон-
трольных точек сканера; 

− при лазерном сканировании приходится решать 
проблемы точечной избыточности, массивных 
данных и неравномерности распределения исход-
ного точечного облака; 
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− низкая степень автоматизации при трёхмерном 
моделировании сложных объектов на основе ла-
зерного сканирования. 
В данной статье предлагается новая методика ав-

томатической бесконтактной регистрации 3D-
измерений, предназначенная для учёта объёма сыпу-
чих объектов в зернохранилищах. Предлагаемая ме-
тодика использует возможности методов цифровой 
фотограмметрии, наземного дистанционного зонди-
рования и лазерного сканирования, но отличается 
простотой реализации и экономичностью. Достоин-
ства предлагаемой методики позволят с успехом вне-
дрять её в различных областях человеческой деятель-
ности, где требуется автоматизация расчёта сыпучей 
массы. Например, при автоматизации технологиче-
ских процессов зернохранилищ, элеваторов и различ-
ных видов складов для хранения сыпучих материа-
лов, при расчёте объёмов горных выработок в шахтах 
и других областях. 

1. Теоретическое описание методики 
В технологии автоматического бесконтактного 

мониторинга наполненности зернохранилища необ-
ходимо учитывать некоторые особенности работы с 
сыпучими продуктами, такие как наличие сложной 
формы поверхности продукта (горки, воронки, слип-
шиеся комки). Следствием этого факта является 
сложность прогнозирования объёма зерна, получен-
ного в результате заполнения, перемешивания, про-
ветривания и других операций, выполняемых меха-
низированными складами. 

Решение выявленной проблемы может быть дос-
тигнуто путём регистрации 3D-точек поверхности с 
помощью набора лазерных диодов и видеокамер с 
дальнейшим анализом и обработкой полученных ре-
зультатов.  

В качестве базы для предлагаемого метода ав-
томатической регистрации 3D-измерений точек 
поверхности возьмём метод триангуляции. Триан-
гуляция – метод для измерения расстояний, часто 
с использованием лазера. Он использует способ-
ность лазерного луча распространяться в хорошо 
коллимированной форме (т.е. с малой расходимо-
стью) на большие расстояния [17 – 18]. Метод три-
ангуляции используется при создании сканирую-
щих лазерных систем. В представляемой методике 
лазеры используются в качестве указателей или 
маркеров. Лазерный луч освещает точку, расстоя-
ние до которой от лазерного устройства необхо-
димо измерить. Камеры фиксируют положение 
точек от лучей лазеров на поверхности и передают 
полученные изображения на сервер по Wi-Fi. Ме-
тодика автоматической регистрации 3D-измере-
ний точек поверхности включает в себя выполне-
ние следующих этапов: 
– выбор и установка оборудования;  
– калибровка; 
– получение 3D-измерений по набору изображений;  
– вычисление объёма заполнения зернохранилища. 

1.1. Выбор и установка оборудования 
На данном этапе необходимо определить коли-

чество камер, лазерных диодов и порядок их раз-
мещения.  

Для начала определимся с камерами наблюдения. 
Основной параметр, который позволяет рассчитать 
требуемое количество камер и их расположение, – 
угол обзора. Существует зависимость (W) ширины 
области просмотра от угла обзора (AV) объектива и 
расстояния от линзы до поверхности (D) [19]: 

( , ) 2 tg
2 180

AVW D AV D
⎛ ⎞⋅π

= ⋅ ⋅ ⎜ ⎟⎜ ⎟⋅⎝ ⎠
. (1) 

Таким образом, решение о количестве камер в 
крупном зернохранилище принимается в зависимости 
от того, на каком минимальном расстоянии должна 
«прочитываться» вся искомая поверхность. Введём 
условные обозначения:  
– количество камер, необходимых для регистрации 

3D-измерений (Ncam);  
– зернохранилище характеризуется параметрами 

ширина (А) и длина (В); 
– камера характеризуется горизонтальным углом 

обзора (AVh) и вертикальным углом обзора (AVv); 
– минимальное расстояние, на котором должна про-

сматриваться вся поверхность, обозначим (Dmin). 
Следовательно, необходимое количество камер 

определяем по формуле: 

min min

min min

int int
( , ) ( , )

min

int int
( , ) ( , )

h v
cam

v h

A В
W D AV W D AV

N
A В

W D AV W D AV

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⋅⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠= ⎜ ⎟⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

. (2) 

Расположение камер определяется в центре ус-
ловных равнозначных (одинаковых) прямоугольни-
ков, определённых в зависимости от формулы (2). 

Видеокамера крепится к потолку зернохранилища 
таким образом, чтобы её линия визирования была 
перпендикулярна поверхности крепления. Направле-
ние луча лазерных диодов параллельно линии обзора 
видеокамеры. Расстояния между диодами устанавли-
ваются таким образом, чтобы образовать из них регу-
лярную сетку. Условная схема размещения блока ла-
зеров относительно одной видеокамеры представлена 
на рис. 1.  

 
Рис. 1. Схема блока лазерных диодов (laser) с размещением 

одной камеры (camera): вид снизу (а); вид сбоку (б) 
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Очевидно, чем меньше расстояние между лазер-
ными диодами, тем больше измерений будет получе-
но и, следовательно, выше точность итогового вы-
числения объёма продукта [20]. Однако слишком час-
тое размещение диодов также нежелательно, так как 
это затруднит процесс составления карты глубин. Для 
дальнейшей связки изображений размещаем один 
маркировочный лазерный диод (отличающийся по 
цвету от остальных) в верхнем левом углу относи-
тельно изображения, формируемого на камере. 

Точки лазера очень яркие на фоне более темной 
обстановки в зернохранилище и поэтому легко распо-
знаются на цифровом изображении. Лазерная точка 
проектируется на поверхность зерна, расположенную 
в области видения камеры (рис. 2). Луч лазера парал-
лелен оси визирования камеры. Расчёт расстояния до 
поверхности основывается на том, что чем ближе 
изображение лазерной точки к центру изображения, 
тем дальше от лазера находится соответствующая 
точка поверхности. 

Исходя из геометрии, представленной на рис. 2, 
расстояние до поверхности (D) может быть рассчита-
но по формуле: 

h fD
r
⋅

= , (3) 

где h – расстояние между камерой и лазерным дио-
дом, f – фокусное расстояние камеры, r – расстояние 
от лазерной точки до центра изображения.  

 
Рис. 2. Определение расстояния от лазера (laser)  
до поверхности с помощью изображения (array)  

на камере (camera) 
Расстояние от центра изображения до изображения 

лазерной точки определяется количеством пикселей 
растра. Умножив это количество на параметр 
мм / пиксель, установленный для камеры, получим рас-
стояние от лазерной точки до центра изображения (r). 

Дополнительно с помощью формулы (3) можно 
вывести рекомендации по расположению комплекта 
лазерных диодов для каждой камеры. Обозначим 
размер хранилища (максимальное расстояние, на ко-
тором нужно различать лазерные точки на изображе-
нии) как Dmax. При условном разбиении изображения 
на четыре области относительно центра определяем 
расстояния от камеры до ближайших четырёх лазеров 
в первой четверти: 

1
2

2
h step= ⋅ , 2

10
2

h step= ⋅ , 

3
10
2

h step= ⋅ , 4 2h step= ⋅ , 

где step – расстояние между лазерами. 
Тогда расстояния от центра изображения до точек 

от данных лазеров: 

1
max

2
2

fr step
D

= ⋅ ⋅ , 2
max

10
2

fr step
D

= ⋅ ⋅ , 

3
max

10
2

fr step
D

= ⋅ ⋅ , 4
max

2fr step
D

= ⋅ ⋅ . 

Размер самой яркой области лазерного пятна на 
изображении (dl) с расстояния Dmax определяем эмпи-
рическим путём. Соответственно, для любых двух 
точек должно выполняться условие не пересечения 
ядер лазерных пятен: 

| | 2i jr r dl− > ⋅ . (4) 

На основании формул расчёта ri и условия (4) 
формируем систему уравнений, из которых можем 
вывести оптимальное для распознавания расстояние 
между диодами: 

max max

max max

max max
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2
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2 2
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D D
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D D
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В полученной системе уравнений последнее усло-
вие является наиболее критичным. Таким образом, 
минимальное расстояние (step) между лазерными 
диодами: 

max4
| 10 2 |

D
step dl

f
> ⋅ ⋅

⋅ −
, (5) 

где Dmax – максимальное расстояние, на котором 
нужно различать точки, мм; dl – размер самой яркой 
области лазерного пятна на изображении с расстоя-
ния Dmax, мм; f – фокусное расстояние камеры, мм. 

Таким образом, после определения оптимального 
значения step можно определить количество лазеров 
для одной камеры: 

min min( , ) ( , )
int inth vW D AV W D AV

M N
step step

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
× = ×⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
, (6) 

где M – количество лазерных диодов для одной каме-
ры по горизонтали в плоскости относительно изо-
бражения камеры, N – количество лазерных диодов 
для одной камеры по вертикали в плоскости относи-
тельно изображения камеры. 
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Для получения 3D-измерений полной поверхности 
зерна в зернохранилище размещают набор видеокамер 
с комплектом лазерных диодов для каждой на одном 
реле. Ориентация всех камер одинакова, комплекты 
располагаются в матричном порядке. Пример распо-
ложения и индексация комплектов «камера+набор ла-
зерных диодов», размещённых вдоль верхнего транс-
портёра, представлены на рис. 3.  

 
Рис. 3. Схема расположения и индексации комплектов (set) 
«камера+набор лазерных диодов» относительно верхнего 

транспортёра (scraper conveyor) 
Ориентация и индексация камер определена таким 

образом, что левый нижний угол рис. 3 является верх-
ним левым углом для камеры в комплекте set11. Полу-
чение изображений выполняется последовательно. Ак-
тивируется комплект set11 лазерных диодов, и фикси-
руется изображение с камеры комплекта, далее акти-
вируется комплект set12 , и фиксируется изображение с 
его камеры и так далее. При формировании 3D-
измерений необходимо только учитывать фиксирован-
ный сдвиг по вертикали и горизонтали для каждого 
комплекта.  

Для точек, полученных от лазеров, закреплённых на 
потолочных скатах, рассчитывая расстояние до поверх-
ности, необходимо вычесть компенсацию по сдвигу ла-
зера относительно поверхности закрепления камеры. 

1.2. Калибровка 
Точное размещение лазеров относительно каме-

ры − слишком трудоёмкий процесс, в результате ко-
торого неизбежно появление погрешностей. Поэтому 
необходимо выполнить процесс калибровки, который 
их нивелирует.  

Калибровка предполагает измерение и хранение 
параметров лазерных диодов (точное расстояние до 
камеры, номер четверти относительно центра камеры, 
угол размещения относительно центра камеры) в ка-
честве эталона для дальнейших вычислений. 

Алгоритм калибровки: 
Шаг 1. Сохранение изображения лазерных «то-

чек» в пустом зернохранилище с каждой камеры.  
Шаг 2. Для каждого лазера по изображению его 

точки определяем расстояние до камеры по формуле, 

обратной формуле (3): h = D⋅ r / f , где D – расстояние 
от лазерного диода до пола зернохранилища, f – фо-
кусное расстояние камеры, r – расстояние от лазер-
ной точки до центра изображения. 

Шаг 3. Для каждого лазера по изображению его 
точки определяем номер четверти и угол размещения 
относительно центра камеры. 

Шаг 4. Сохранение полученных параметров в базе 
данных.  

1.3. Получение 3D-измерений  
по набору изображений 

Получение 3D-измерений – основной этап представ-
ленной методики. Задача данного этапа − получить упо-
рядоченное облако точек с тремя координатами (X, Y, Z), 
где X – координата по горизонтали относительно базо-
вого левого угла зернохранилища; Y – координата по 
вертикали относительно базового левого угла зерно-
хранилища; Z – расстояние до поверхности зерна.  

Алгоритм получения координат точек поверхно-
сти для одной камеры. 

Шаг 1. Определяем количество лазерных «точек» 
на изображении M '× N '.  

Шаг 2. Если количество точек на изображении 
равно установленному количеству лазеров для одной 
камеры M '× N ', то определяем координаты для каж-
дой точки, начиная с левого верхнего угла. Принима-
ем во внимание, что расстояние между лазерными 
диодами равно постоянному числу step. Двумерные 
координаты для каждой точки, указывающие поло-
жение лазера в плоскости камеры: 

( 1; 1)ijP i step j step⋅ − ⋅ − ,  
где i и j – номера ряда и столбца относительно уста-
новленного ориентира камеры; step – расстояние ме-
жду лазерами. 

Если же количество точек меньше M×N, то уста-
навливаем координаты для каждой точки, начиная с 
левого верхнего угла: 

([ ' ] 1;[ ' ] 1)ijP M M i step N N j step− + ⋅ − − + ⋅ − ,  
где M – число лазеров в комплекте камеры при гори-
зонтальном обзоре; N – число лазеров в комплекте 
камеры при горизонтальном обзоре; M ' – число ла-
зерных «точек» на изображении при горизонтальном 
обзоре; N ' – число лазерных «точек» на изображении 
при горизонтальном обзоре; i и j – номера ряда и 
столбца относительно установленного ориентира ка-
меры; step – расстояние между лазерами.  

Шаг 3. Для каждой точки определяем расстояние 
до поверхности по формуле (3), где расстояние от ла-
зера до камеры определяется по данным, сохранён-
ным в базе после калибровки. 

Предложенный алгоритм позволяет сформировать 
массив 3D-точек поверхности зерна на регулярной 
сетке для одной камеры. В случае размещения в зер-
нохранилище нескольких камер значения координат 
X и Y для каждой точки лазера увеличиваются на 
сдвиг комплекта, в котором он расположен, относи-
тельно комплекта set11. 
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1.4. Вычисление объёма  
заполнения зернохранилища 

Объем заполнения зернохранилища вычисляется 
как разность объёма зернохранилища и объёма пусто-
го пространства, полученного 3D-измерениями. Та-
кой подход более целесообразен, так как современ-
ные механизированные зернохранилища имеют 
сложную форму с наклонными полами. 

Алгоритм нахождения объёма объекта с неровной 
поверхностью, заданной набором точек, рассматри-
вался авторами в работе [21]. Данный алгоритм пред-
полагает упорядочивание точек, последовательный 
их обход и суммирование объёмов косоусеченных 
призм, построенных для соответствующих трёх то-
чек. В качестве дополнения к предложенному алго-
ритму стоит упомянуть о необходимости получения 
краевых точек поверхности с помощью линейной 
экстраполяции, которые также включаются в общее 
облако точек поверхности. 

Подводя итог представленным в статье положени-
ям, можно визуализировать процесс применения ме-
тодики автоматической регистрации 3D-измерений в 
виде логической схемы (рис. 4). 

Первые два этапа выполняются однократно. При 
этом этап «Выбор и установка оборудования» осуще-
ствляются вручную, а этап калибровки автоматически 
с помощью программы. После предварительной под-
готовки возможно регулярное проведение автомати-
ческого мониторинга наполненности зернохранили-
ща. Для этого последовательно выполняют этапы 
«Получение 3D-измерений» и «Вычисление объёма». 

2. Практическое применение методики 
Объектом для апробации метода автоматической 

регистрации 3D-измерений является зернохранилище 
инновационного типа, опытный образец которого 
был создан в рамках проведённых ранее научных ис-
следований и находится на территории фирмы «Ди-
канши» (г. Петропавловск). Данный опытный образец 
зернохранилища имеет ёмкость 200 тонн, оснащён 
автономным энергоисточником, горизонтальными 
силосами инновационного типа и автоматизирован-
ной системой управления основными параметрами 
технологического процесса хранения зерновых куль-
тур [22]. Размеры объекта исследования: 

Длина × Ширина × Высота = 
= 18000 мм × 4500 мм × 4500 мм. 

Зернохранилище по длине разделено на девять сек-
ций, каждая по 2000 мм в длину. 

В рассматриваемом зернохранилище в соответст-
вии с формулой (2) возможны два случая размещения 
камер наблюдения. Рассмотрим эти случаи. 

Случай 1. Согласно требованиям к точности изме-
рения зерна расстояние от камеры до поверхности 
должно быть не менее одного метра.  

Качество распознавания поверхности зерна требу-
ет попадания всей ширины зернохранилища на рас-
стоянии минимум метр от камеры. Архитектура зер-
нохранилища не позволяет поместить камеру в цен-

тре секции, так как там расположена загрузочная 
щель. Таким образом, на расстоянии D = 1000 мм в 
обзор камеры должно попадать W = 4500 мм, то есть 
AV должен быть более 132°. 

 
Рис. 4. Логическая схема процесса автоматической 

регистрации 3D-измерений в зернохранилище 

Использование одной широкоугольной камеры в 
секции − наиболее простой и экономичный вариант 
решения, однако при полном заполнении зернохра-
нилища образуется «слепая зона» (blind area), кото-
рая в случае многократного перемешивания зерна 
может быть плохо прогнозируемой (рис. 5). 

Случай 2. Наилучший случай – это расположение 
двух камер по обе стороны от загрузочной щели (рис. 6). 

Такое расположение предполагает, что на рас-
стоянии D = 1000 мм в обзор камеры должно попадать 
W = 2250 мм, то есть AV должен быть более 97°. В 
формате 4:3 вертикальный обзор на том же расстоя-
нии составит немногим более метра. 
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Рис. 5. Обзор секции зернохранилища инновационного типа 

одной камерой при полном заполнении 

 
Рис. 6. Обзор секции зернохранилища инновационного типа 

двумя камерами при полном заполнении 
В этом случае образуется слепая зона в границах 

ширины загрузочной щели в дальности менее метра. 
Данные в этой области можно восстановить, исполь-
зуя методы интерполяции данных. 

Очевидно, что второй случай позволяет получить 
более полный и корректный набор данных, поэтому 
именно этот вариант рассматривается в дальнейших 
исследованиях. 

В соответствии с предложенной методикой уста-
новлено восемнадцать камер по две в каждой сек-
ции. Размещение камер, и диодов выполнено в соот-
ветствии со схемой на рис. 3. На следующем этапе, 
исходя из условия (5), был выбран шаг размещения 
лазеров – 200 мм. Расстояния от каждого лазерного 
диода до камеры статичны, их поместили в двумер-
ный массив H, который хранится в бинарном файле 
на сервере. 

Представленные в статье алгоритмы реализованы 
в экспериментальном приложении, разработанном в 
среде программирования Visual Studio 2008. На вход-
ные данные наложены следующие ограничения. С 

каждой камеры поступают изображения в формате 
.jpg, имя которых формируется в формате:  
[номер секции][номер камеры][день][месяц][год]. На-
пример, файл cam2101102017.jpg получен 01.10.2017 
с первой камеры 2-й секции. 

Алгоритм калибровки возвращает бинарные фай-
лы, имена которых соответствуют именам файлов 
.jpg. В указанных файлах содержатся параметры ус-
тановки лазерных диодов для каждой камеры. Эти 
данные, как и изображения с камер, используются 
впоследствии для получения измерений. 

Для каждого изображения последовательно приме-
няем описанный ранее алгоритм получения координат 
точек поверхности для одной камеры. После обработ-
ки изображений получаем группу бинарных файлов, 
имена которых состоят из двух частей: текущая дата и 
имя соответствующего файла .jpg. В бинарных файлах 
содержится два числа, определяющих размерность 
двумерного массива точек, и далее последовательно 
хранятся сами элементы этого массива. 

Алгоритм расчёта объёма сыпучей массы на осно-
вании 3D-измерений был подробно описан авторами 
ранее в работе [21]. 

Стоимость установки для опытного образца скла-
дывается из стоимости элементов:   
− восемнадцать камер D-Link dcs-2230L – 843$; 
− 1458 полупроводниковых лазерных диодов на 5В 

(длина волны 650 нм, мощность 5 МВт) – 226$; 
− дополнительные расходные материалы (панели, 

провода, преобразователи) – 157$. 
Итого общая стоимость составила 1226$. Это поч-

ти в три раза меньше стоимости одного лазерного 
сканера, что доказывает экономическое преимущест-
во представленной методики. 

Апробирование экспериментальной методики 
проводилось в течение 2016–2017 гг. Эксперименты 
проводились во время полной загрузки/выгрузки зер-
нохранилища, так как проверка точности измерений 
возможна только традиционным трудоёмким мето-
дом – путём полного взвешивания. Кроме того, рас-
чёт объёма зерна для сравнения выполнялся с помо-
щью трёх традиционных методов:  
– метод взвешивания; 
– расчёт на основе приведения к простым геометри-

ческим формам; 
– расчёт с помощью дальномеров.  

Таким образом, в осенне-летний период 2016 года 
было произведено 17 замеров и 20 замеров в осенне-
летний период 2017 года. 

В протоколы испытаний заносились результи-
рующие значения двух важных параметров: объем 
измерения и время, затраченное на расчёт. Результа-
ты, полученные методом взвешивания, были приняты 
за истинные значения, т.е. точность измерения при-
нята за 100 %. Точность остальных методов опреде-
лялась соотношением к методу взвешивания. На ос-
нове 37 протоколов экспериментов составлена свод-
ная таблица (см. приложение табл. 1), которая позво-
ляет определить наиболее эффективный метод по 
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двум наиболее весомым параметрам: точность изме-
рения и время, затраченное на расчёт.  

Наиболее наглядное решение можно получить с 
помощью визуальных методов. Графическое решение 
для определения наиболее эффективного метода рас-
чёта объёма наполненности зернохранилища приве-
дено на рис. 7.  

 
Рис. 7. Графическое решение для определения наиболее 
эффективного метода расчёта объёма наполненности 
зернохранилища: метод прямого взвешивания (а); расчёт 
на основе простых геометрических форм (б); расчёт 
 с помощью дальномеров (в); метод автоматической 

регистрации 3D-измерений (г) 
По оси OY отмечены значения, которые соответ-

ствуют точности измерения методов, выраженные в 
процентах. По оси OX выложены данные по времен-
ным затратам при использовании метода. В соответ-
ствии с условиями задачи: точность должна быть 
наибольшей при меньшем времени. Поэтому время 
выставлено в порядке убывания. Градиент-вектор на-
правлен к точке с координатами, соответствующими 
максимальному значению по оси ОY и минимальному 
значению по оси OX. Таким образом, график доказы-
вает преимущество метода автоматической регистра-
ции 3D-измерений по двум выбранным параметрам 
(точность измерений и время, затраченное на измере-
ние).  

По итогам экспериментов был проведён сравни-
тельный анализ методов, выводы которого нашли от-
ражение в табл. 2 (см. приложение). 

Методика, описанная в данной статье, на сего-
дняшний момент единственная для осуществления 
автоматического мониторинга зерновой массы в зер-
нохранилищах, а, кроме того, результаты проведён-
ных экспериментов доказывают большую эффектив-
ность предложенного метода по сравнению с тради-
ционными методами. 

Заключение 
Эффективное функционирование современных 

хранилищ различного типа предполагает решение ря-
да задач для обеспечения надёжной сохранности сы-
рья и оптимального использования складских площа-
дей. Таким образом, актуальной является задача мо-
ниторинга хранящегося сырья. Некоторые трудности 
мониторинга возникают при хранении сыпучих габа-
ритных объектов с неровной поверхностью.  

В статье рассмотрена методика автоматического 
бесконтактного мониторинга поверхности, образую-
щейся в хранилище в результате его заполнения. На-
учную новизну предложенной методики обеспечива-
ют следующие положения:  
− в настоящий момент отсутствует автоматическое 

решение по осуществлению мониторинга и кон-
троля зерновой массы в зернохранилищах; 

− предложен способ расчёта и размещения требуе-
мого оптимального количества камер и лазерных 
диодов для объекта мониторинга; 

− описаны алгоритмы и методы сбора 3D-измерений. 
Практическое использование рассмотрено на 

примере зернохранилища инновационного типа. 
Внедрение данной методики позволит осуществить 
непрерывную автоматическую бесконтактную реги-
страцию 3D-измерений и на её основе проводить 
мониторинг и контроль хранения зерновой массы. 
Результаты измерений будут способствовать форми-
рованию рекомендаций по управлению технологи-
ческими процессами объектов наблюдения. В даль-
нейшем, используя результаты измерений по данной 
методике, возможно решение таких задач, как кон-
троль и прогнозирование работоспособности техно-
логического оборудования (например, при переме-
шивании зерна). 

Сравнительный анализ традиционных методов 
(метод взвешивания, расчёт на основе приведения к 
простым геометрическим формам, расчёт с помощью 
дальномеров) и метода автоматической регистрации 
3D-измерений показал значительное качественное 
преимущество последнего.  

Благодаря экономичности используемых инстру-
ментов, возможна замена дорогостоящих лазерных 
сканеров в некоторых других областях промышлен-
ной и хозяйственной деятельности при оценке объё-
мов сыпучих масс. Полученные технологические ре-
шения могут быть использованы при создании бес-
проводных программно-технических комплексов для 
других приложений, где необходимо обеспечивать 
непрерывный контроль сложных поверхностей.  
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Приложение 
Табл. 1. Итоги применения различных методов расчёта объёма зерна на примере опытного зернохранилища    

№ Метод расчёта объёма зерна в зернохранилище Тип метода Точность, % Затраченное время, час 

1 Метод взвешивания ручной 100 14±2,5 

2 Расчёт на основе простых геометрических форм 
при визуальном осмотре 

ручной 78 5±1,27 

3 Расчёт с помощью дальномеров полуавтоматизированный 76 0,36±0,06 

4 Метод автоматической регистрации 3D-
измерений (без учёта установки оборудования) 

автоматический 97 0,16±0,03 
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Табл. 2. Выводы сравнительного анализа методов расчёта объёма зерна на примере опытного зернохранилища    

М
ет
од

 в
зв
еш

ив
ан
ия

 Достоинства:  
– точность. 
Недостатки: 
– возможность использования только во время 
полной загрузки/выгрузки; 
– трудоёмкость; 
– продолжительность по времени; 
– наличие большого количества персонала. Ра

сч
ёт

 с
 п
ом

ощ
ью

 
да
ль
но
ме
ро
в 

Достоинства:  
– возможность использования в любой момент 
хранения зерна; 
– незначительная трудоёмкость. 
Недостатки: 
– низкий процент точности вычислений; 
– необходимость в квалифицированном персонале; 
– необходимость в специальном оборудовании. 

Ра
сч
ёт

 н
а 
ос
но

-
ве

 г
ео
ме
тр
ич
ес
ки
х 
фо

рм
  

Достоинства:  
– возможность использования в любой момент 
хранения зерна. 
Недостатки: 
– низкий процент точности вычислений; 
– трудоёмкость; 
– продолжительность по времени; 
– необходимость в квалифицированном персо-
нале. 

М
ет
од

 а
вт
ом

ат
ич
ес
ко
й 

 р
ег
ис
тр
ац
ии

 3
D

-и
зм
ер
ен
ий

 Достоинства:  
– экономическое преимущество в процессе дли-
тельного использования; 
– высокая точность; 
– возможность использования в любой момент 
времени хранения зерна; 
– отсутствие трудоёмкости, полностью автомати-
ческий процесс; 
– отсутствие необходимости персонала;  
– возможность дистанционного слежения. 
Недостатки: 
– необходимость в специальном оборудовании. 
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METHODOLOGY OF AUTOMATIC REGISTRATION OF 3D MEASUREMENTS  
OF BULK MATERIALS IN GRANARIES 

N.V. Astapenko 1, K.T. Koshekov 1, A.N. Kolesnikov 2 

1M. Kozybayev North-Kazakhstan State University, Petropavlovsk, Republic of Kazakhstan, 
2IT company Arbonaut, Joensuu, Finland 

Abstract  
In this article, we propose a technique for automatic contactless measurements of three-

dimensional coordinates of surface points in a granary. The need for an automatic measurement 
and registration of surface points arises when conducting accurate measurements of the volume of 
bulk materials during stock-taking of raw materials and finished goods. A peculiarity of the tech-
nique consists in obtaining and recognizing the surface images in which the sought-for points are 
highlighted by laser light. The recognition process is closely related to camera specifications and a 
specific arrangement of laser diodes. The problems considered include the determination of pa-
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rameters and location of the recording cameras, and the number and layout of the laser diodes, the 
implementation of 3D measurements from a set of images, and the selection of storage procedures 
for the measurement results. As a result of the experiments, it was proved that the proposed solu-
tion, which exploits the capabilities of photogrammetry and laser scanning methods, has a number 
of advantages over the existing methods in terms of efficiency, accuracy, the possibility of auto-
mation, the opportunity of monitoring the surface of the granary content at any time, and the pos-
sibility of remote tracking. Computerization of the described methods allows one not only to per-
form single volume measurements, but also to carry out a regular contactless monitoring of com-
plex surfaces in locked warehouses for making managerial decisions. 

Keywords: image processing, 3D measurements, automation, contactless technology, bulk ma-
terials, granary. 

Citation: Astapenko NV, Koshekov KT, Kolesnikov AN. Methodology of automatic registration of 
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ПИСЬМО В РЕДАКЦИЮ 

О СТАТЬЕ А.С. МАЧИХИНА, Л.И. БУРМАК И В.Э. ПОЖАРА  
«РАСЧЕТ ИНТЕРФЕРЕНЦИОННОЙ КАРТИНЫ,  

ФОРМИРУЕМОЙ ПЕРЕНОСЯЩИМИ ИЗОБРАЖЕНИЯ СВЕТОВЫМИ ПУЧКАМИ  
ПОСЛЕ ДИФРАКЦИИ НА АКУСТИЧЕСКОЙ ВОЛНЕ В ОДНООСНОМ КРИСТАЛЛЕ» 

В.И. Пустовойт 
Научно-технологический центр уникального приборостроения РАН, Москва, Россия 

В соответствии с поставленной в названии це-
лью, статья посвящена «расчету интерференцион-
ной картины… световыми пучками…» и, как утвер-
ждается во введении (и повторяется в заключении 
статьи): «В настоящей работе впервые проведен 
теоретический расчет интерференционной карти-
ны, формируемой двумя световыми пучками, пере-
носящими изображение, после их дифракции на од-
ной акустической волне в одноосном кристалле». 

Необходимо отметить, что задача расчета интер-
ференционной картины и получения соответствую-
щих формул в достаточно общем случае для некоге-
рентных световых пучков описана и исследована во 
многих книгах и курсах по оптике, смотрите, на-
пример, известную книгу: Борн М., Вольф Э. Осно-
вы оптики. М.: «Наука», 1970 (Главы 7, 10). А при-
веденная в статье формула (2) полностью совпадает 
(с точностью до обозначений) с формулой (11) и да-
лее в гл.10, параграфе 10.3 указанной книги. В этом 
издании анализируется интерференция световых 
пучков, имеющих достаточно узкую спектральную 
полосу (т.е. Δk / k << 1), и совершенно неважно, ка-
ким фильтром (акустооптическим, интерференцион-
ным или каким-либо другим) произведено выделе-
ние спектральной полосы. Основная формула (9) 
указанной статьи полностью аналогична формулам 
(6), (11) параграфа 10.3 книги М. Борна, и утвержде-
ние о том, что «…впервые проведен теоретический 

расчет интерференционной картины, формируе-
мой двумя световыми пучками…», не соответствует 
действительности. Так же не соответствует дейст-
вительности утверждение о том, что акустооптиче-
ский фильтр имеет какие-то принципиальные осо-
бенности в задаче построения интерференционной 
картины, см., например, анализ кривых видности, 
приведенных в указанной книге на стр. 352, гл. 7, 
для различных спектральных распределений свето-
вых пучков. Более того, приведенная в статье на 
рис. 4 так называемая «Теоретическая зависимость 
видности V интерференционной картины от оп-
тической разности хода Δ при настойке фильтра 
на длину волны 450 нм (1), 550 нм (2), 650 нм (3), 
750 нм (4)», «…вычисленная по формуле (9)…», яв-
ляется неверной. В действительности кривая вид-
ности интерференционной картины для акустооп-
тического фильтра имеет точное аналитическое 
выражение, которое не соответствует приведенным 
в статье на рис. 4 зависимостям. Это нетрудно по-
казать, используя явные выражения для спектраль-
ной области пропускания акустооптического 
фильтра (АО) и осуществляя интегрирование по 
волновому вектору светового излучения, считая 
спектральную полосу источника излучения много 
больше полосы пропускания АО-фильтра. В итоге 
для интерференционной картины, из которой легко 
выделить кривую видности, получим:  
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Δn – разность показателей преломления, ko – волно-
вое число, удовлетворяющее условиям синхронизма, 
L – длина взаимодействия в АО-фильтре, Г – величи-
на, характеризующая эффективность АО-фильтра.  

Эта формула не получена в статье А.С. Мачихина и 
др., но если бы авторы ее получили, то увидели бы, что 
волновое число ko определяет период интерференци-

онной картины, а не ее огибающую (кривую видно-
сти). Из (1), в частности, следует, что видность интер-
ференционной картины существенно зависит от эф-
фективности АО-фильтра Г. Поэтому вывод о том, что 
картина видности зависит от центральной частоты или 
настойки АО-фильтра, не является правильным. Тот 
факт, что видность интерференционной картины не за-
висит от центральной частоты пропускания фильтра, 
сформулирован еще в книге М. Борна на стр. 539 для 
достаточно общего случая. Физически этот вывод со-
вершенно понятен, и есть математическое следствие 
определения кривой видности, которая записана как 
отношение интегралов по бесконечной области. Зави-
симость кривой видности от величины расстройки ∆, в 
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соответствии с формулой (1), показана на рис. 1, из ко-
торого видно, что зависимость от положения окна 
пропускания АО-фильтра отсутствует. 

В статье имеются также спорные и недоказанные 
утверждения, основанные на неверных теоретических 
и физических выводах, указанных выше. 

 
Рис. 1. Зависимость кривой видности от величины расстройки ∆ при разных значениях мощности звуковой волны 

для любого положения окна прозрачности АОФ, при условии, что в пределах основного спектрального диапазона АОФ 
изменение спектрального распределения светового пучка незначительно 
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